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OBER DEN DIVERGENZ-CHARAKTER GEWISSER POTENZREIHEN 

AN DER CONVERGENZGRENZE 



VON 

ALFRED PRINÖSHEIM 

In MtNCHEN. 



Bedeutet ^c^ eine convergente^ Srf^ eine divergente ^eHhe mit beliebigen 
(d. h. complexen) Gliedem von der Beschaffenheit, dass: 



lim yj\ r^ I = I , lim y/| r/^ I = I , 

v = 00 v— ao 

SO besitzen die Potenzreihen Sc^a?" , S^/^rc" allemal den Convergenz-Eadius 
|ir| = I. Versteht man sodann unter p eine positive Veränderliche < i, 
so besagt zunächst ein von Abel ^ bewiesener Fundamentalsatz, dass: 

(I) lim y^ c^p'' = ^ c, . 

p-i o o 

Abel hat aber auch bereits das Verhalten von lim ^ rf^/?" in den Kreis 



* Journ. f. Math., Bd. I (1826), p. 314, Lehrsatz IV = Oeuvres, Éd. Sylow- 
LiE, T. I, p. 223. Ich habe schon bei fniherer Gelegenheit (Miinch. Sitz.-Ber., 
Bd. 27 [1897], p. 344) hervorgehoben, dass der betreffende ABEL'sche Beweis, in Wahrheit 
einfacher ist und das Wesen der Sache deutlioher hervortreten lässt, als der anf Liou- 
ville'8 Veranlassnog von Dirichlet (Journ. de Math. (2), T. 7 [1863], p. 253) mit- 
getheilte Beweis. Abel beweist nämlich nicht nur, wie Dirichlet, die Existenz der 
Beziehung (I), also die Stetigkeit der ReiheDsamme fiir /O ^ I « sondem geradezu die 
gleichtfiässige Convergenz der Reihe fdr /O ^ I • 
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seiner Betrachtungen gezogen, wie das folgende von ihm im 2**° Bände 
des Crelle'sclien Journals (1827)* gestellte Problem zeigt: 

»En supposant la serie: 

f{p) = «o + ^iP + «3/>' + . . . ' 

convergente pour toute valeur positive moindre que la quantité po- 
sitive a, on propose de trouver la limite vers laquelle converge la 
valeur de la fonction f{p) en faisant converger p vers la limite a.» 

Da nämlich der Tall a^a*' = c^ durcli den Satz (I) schon voUkommen 
erledigt ist, so känn sich das vorliegende Problem nur noch auf die An- 
nahme a^a" = d^ beziehen. Abel selbst hat dasselbe späterhin fiir den 
Fall reeller positiver d^ in soweit erledigt, als er in einer aus seinem Nach- 
lasse publicierten Note ^ gezeigt, dass: 

(II) lim y^ rfy/?" = + 00 (rf^ > o, zum mindesten fur p >^w), 

ein Eesultat, das sich leicht in f olgender Weise verallgemeinern lässt * : 
Es ist 



(in) Um 

p-1 



S^v/ol 



= +00, 



falls die Eeihe Srf^ = S(a^ + y9^i) eigentlich, d. h. falls mindestens eine 

der beiden Eeihen Ha^ , S^„ nach + 00 öder — 00 divergirt. 

Es entsteht nun bei schärferer Anffassung der obigen ABEL*schen 
Fragestellung und im Anschlusse an das in den Gleichungen (II), (III) 
enthaltene Ergebniss die weitere Aufgabe: Wie lässt sich das Bildungs- 
gesetz der rf^, bezw. die Art ihres Verhaltens fur limy = 00 verwerthen, 

um iiber die Art des Unendlichwerdens von lim /*(/?) öder, wie ich es be- 

p-i 

zeichnen will, iiber den Divergenz-Charakter von lim ^ d^p" genauere Aus- 

p-i o 

* A. a. O. p. 286 = Oeuvres, T. i, p. 618. 

* Bei Abel steht x statt p, (Ich schreibe p^ um die nöthige X!rbereinstimmuDg 
mit den sonst hier gew&hlten Bezeicbnungen za erzielen.) 

* Oeuvres, T. 2, p. 203. 

* Mtinch. Sitz.-Ber., Bd. 30 (1900), p. 39. 
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sägen zu machen ? ^ Diese Auf gabe soll fur ge wisse Fälle und zwar mit 
einer* sogleich noch näher anzugebenden, nicht unwesentlichen Verallge- 
meinemng des betreffenden Grenziiberganges im folgenden beantwortet 
werden. Es wird sich zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzungen 

zwischen jenem Divergenz-Charakter und dem Divergenz-Maasse von Srf^, 
d. h. der Art des Unendlichwerdens von ^ d^ fur lim w = co, ausser- 



ordentlich einfache und praegnante Beziehungen bestehen. 



I. Wie Herr Stolz zuerst gezeigt hat,' lässt sich der ABBL*sche 
Satz (I) dahin verallgemeinem, dass: 

(I a) lim 22 ^^v^" = y^ gy 

wird, auch wenn x nichty wie die Tassung (I) verlangt, auf der reéllen 
Äxe^ sondern auf einem bdiehigen^ dem Innem des Einheitskreises ange- 
hörigen Strahle^ bezw. — was im wesentlichen auf dasselbe hinausläuft — 
auf einer bdiebigen, den Krets nicht tangirenden Curve^ der Stelle i zustrebt; 

öder, noch etwas änders ausgesprochen, dass die Eeihe ^c^x^ gleichmässig 



^ Eine andere ans der ABEL^schen Fragestellung erwachsende und wohl sicberlich 
auch schon von Abel (etwa im Anscblasse an das viel citirte, klassische Beispiel: 

lim2v'( — lYp^ = -) aasdnicklich dabei in's Ange gefasste Aufgabe ist die folgende: 



P-^ o 



Wann existirt im Falle uneigentlicher Divergenz von Srf^ eine hestimmte Zahl lim f{p) und 

p-i 

wie känn dieselbe als Function der d^ dargestellt öder zum mindesten aus den d^ numeriscb 
berechnet werden?» Theilweise Lösungen dieser Aufgabe geben der bekannte Satz von 
Frobenius (Journ. f. Math. Bd. 89 [1880], p. 262) und dessen Verallgemeinerungen 
durch HoELDER (Math. Ann. Bd. 20 [1882], p. 535), sowie Borel's »limite généra- 
lisée» (Journ. de Math. (4), T. 12 [1896], p. 103). 

' Zeitschr. f. Math. u. Phys., J^hrg. 20 [1875], p. 37O; desgl. Jahrg. 29 
(1884), p. 127. 

' PiCARD, Traité d'Andlyse, T. 2 (1893), p. 73. 
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convergirt im Innern und auf der Begrenzung jedes durch den Punkt i 
und zwei beliebige Innenpunkte des Einheitskreises gelegten Dreiecks.^ 
Die Grrundlage fur eine derartige Verallgemeinerung des Satzes (I), 

wie auch ähnKcher auf Eeihen der Torm ^d^x" beziiglicher Grenzwerth- 
sätze, wird am zweckmässigsten durch das folgende Lemma geschaffen: ' 

Lemma. Selzt man: 

X' = I —d.e^' 

und heschränkt d auf das Intervall: o<(?<^cosf, wo: \^\<^q <-, so 
hat man stets: 

1 1 — a;' I _2 

(') I-|«'|^C085f=^ 

(änders gesclmében: 

(I a) |i_^.a^|< i-^), 



wo: 



COS f 

Beweis. Man hat: 



2 

j = ^ (i^ Ji^ ^ific bestimmte positive Zahl. 



also: 



und daher: 



I _|a;'|'= <?(2cos^ — o") 

> d . COS ff (wegen : o < cos fr) 

^1 I — ir' I . COS f (wegen: <? = 1 1 — x'\), 

I I «' I = COS <p 

2 2 

< < j q. e. d. 

COS = COS ^„ ^ 



' Munch. Sitz.-Ber., Bd. 27 (1897), p. 347. 

' Vgl. Munch. Sitz.-Ber., Bd. 31 (1901), p. 514. 
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Der in dem vorstehenden Lemma definirte Bereich von Werthen x' 
soll im folgenden stets schlechthin als der Bereich x = x' oder (x') be- 
zeichnet werden. Geometrisch gesprochen wird derselbe begrenzt durch 
die Hälften der beiden Sehnen, welche mit der reellen Axe im Punkte i 
den Winkel ^^ bilden, und durch den dazwischen liegenden Bogen eines 

um den Punkt - mit dem Eadius - beschriebenen Kreises. 

2 2 



2. Versucht man jetzt den Satz (II) in analoger Weise zu verallge- 
meinern, so zeigt sich, dass die Grleichung: 



(Ila) 



lim 

x'=l 



w 

£ ^v^" 



= CX) 



keineswegs allgemein richtig ist, selbst wenn man sich, wie bei (II), zu- 
näclist auf den Fall reeller posiiiver d^ beschränkt. Um dies zu erkennen, 
betrachte man z. B. die Potenzreihe: 



ii^x)' _^ VJ 1 



= Sp(S 

O |_ \ o 



(;«+i) 



.oA 



welche offenbar durchweg positive Coefficienten besitzt. 
zunächst fiir reelle x =^ p\ 

lim 5P(/?) = lim e^^^^f = + co, 



Man hat dann 



p=i 



p<=I— o 



woraus mit Sicherheit folgt, dass die aus lauter posUiven Gliedern be- 
stehende Eeihe 5P(i) divergiren muss und somit ^{x) in der That dem 

Typus Sc^^aj" {d^>6) angehört. Sodann ist aber: 



|gJ(a;')|=|^(i-<?.Ö| 






= e 



o 



and daher: 



lim|SP(a;')| 

x' = l 



= I fiir: 



F = 



n 



TT 



= O fiir: ^< JP< J^o <2 
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Dass es aber andererseits auch Keihen Hd^x" giebt, welche jener erweiterten 
örenzbeziehung (Ila) geniigen, wird unmittelbar ersichtlich, wenn man 
Ungl. (i) folgendermassen schreibt: 



(2) 



2 



X 



iv 



<-, 



£h'l' ' 



sodass also hier in der That die Beziehung lim ^ | a;' j" = cx) ohne weiteres 
auch die folgende nach sich zieht: 



x' = l 



lim 






= CO. 



Das analoge wird offenbar auf Grund des Satzes (III) allemal dann statt- 

finden, wenn ^d^ eigentlich divergirt und Hd„x"' der folgenden, Ungl. (2) 
nachgebildeten Bedingnng genugt: 



(A) 



j^dX 



O 



^d.\x'\ 



> a>o 



(zum mindesten fur alle x' einer gewissen Umgebung der Stelle i). 

Es erscheint zweckmässig, die durch Ungl. (A) definirte Eigenschaft 

der Eeihe St^^x'" durch einen besonderen Ausdruck zu bezeichnen, etwa: 

die Reihe ^d^x'' géhe im Bereiche x -= x' bei x' = i gleichmåssig zur Di- 

vergenz uber, öder kiirzer, wenn auch weniger correct, die BeiJie Hd^x'"" di- 
vergire bei x' = i gleichmåssig. 

Auf Grund dieser Definition ergiebt sich unmittelbar: 



Ist: 



(B) 



lim 



O 



= a >o, 



so divergirt ^d^x"' bei x' = i gleichmåssig. 
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3. Solche gleichmåssig divergente Potenzreihen ^d^x"" können als Ver- 
gleichsreihen benutzt werden, um iiber die Convergenz und den Divergenz- 
Charakter anderer Potenzreihen bestimmte Aussagen zu machen. Dabei 
will ich micli hier auf die Annahme d^> o beschränken. ^ Alsdann gilt 
zunächst der folgende Satz: 

Ist Hd^x" {wo d„ > o) fur | rr | < i convergent, bei x = x' =1 gleich- 
måssig divergent und hesitzt Sa^ das g-fache Divergenz-Maass der Reihe 
Srf^, d. Ä. ist: 

n 

(3) ^™~s — = ^ (^ 6i^6 beliebige complexe Zahl incl. o), 



50 convergirt auch Sa^ar" fur \x\ < i und divergirt bei x = x' === i gleich- 
måssig. Dabei ist: 

(4) Um-^ =g. 



Beweis. Setzt man zur Abkurzung: 



T| 71 



O 



^ Man känn diese Beschränkung ohne weiteres fallen lassen, wenn man -statt der 
Bedingung (A) die folgende einföhrt: 






>a>o 






(vgl. E. Lasker, tjher Reihen auf der Convergenzgrenze, Lond. Phil. Transactions, 
Vol. 196 [190 i], p. 433). "Obrigens gentigt es selbstverständlich zur Ableitung der im 
Texte angegebenen Resaltate» wenn die Bedingung dv> O erst von einer bestimmten 
Stelle v > n anfangend erfiillt ist, da die Beschaffenheit einer beliebigen endlichen An- 
zahl von Anfangsgliedern bei der fraglichen Art von Betrachtungen ohne Belang ist. 
(Vgl. Nr. 6.) 
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SO convergirt zunächst gleichzeitig mit der Eeihe Srf^a;*' auch die Reihe 
SD^a;" fur |a!;| < i (wegen: — — - ^d^a;" = ^D^o:^"), folglich auf Grund 

o o 

der Voraussetzung (3) auch ^A^af und somit schliesslich auch Sa^o?" 

go 00 

(wegen : ( i — ^) . ^ A^" = ^ o^x"). 

o o 

Man hat sodann, wenn m eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet: 



00 



.'^ i 



m— 1 



•A 



53 a.x" == (i — a;') . j 2 ^.«" + £ ^»^"' ! 

1 'o m f 



also: 



oo 



2 a,^" 



< 1 1 — a;' I . 



m— I 



^A^x" +'^\A,x"\\. 



m 



Es werde nun zunächst angenommen, dass g = o, Bringt man alsdann 
1-4^1 auf die Form: 



\M = 



A. 



• ■^-^y ^~~" ^y • y J 



Å 



SO haben, wegen lini^ = o, die s^ för p = m , m + i , . . . *w iw/I eine 

obere Grenze £„, welche durch Wahl von m beliebig klein gemacht werden 
känn, und man hat: 



2 ayX" 



o 



<|i— .c'|. 



TO— 1 



o m j 



Andererseits hat man nach Ungl. (A), sofem man x' auf eine passend ge- 
wählte Umgebung der Stelle i einschränkt: 



OD OB >« 



O 

00 



>;h-^'l£A.|a;'|" 



(nach Ungl. (i)) 



und daher: 



o 

00 

2 rf.a;" 



a 



m— 1 



2 ^-l.a;" 



£a|x'|' 



+ ^« 
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somit — wegen lim ^ 2)^ | a?' I" = + oo: 



x-l 



lim 



2 av»'»' 
o 

go 



<-.e. 



d. h., mit Biicksicht auf die oben iiber i„ gemachte Bemerkung, schliesslich 



]im-4 



X-l 



2^ d,x'' 



= O. 



womit zunächst die Behauptung (4) fiir den Fall g = o bewiesen ist. 

Ist jetzt g von o verschieden und schreibt man die Voraussetzung (3) 
f olgendermaassen : 



2 (a, — g.d,) 
lim-^ 1 



= o, 



tiaatO 



H*/. 



so folgt onmittelbar aas dem eben bewiesenen Satze, dass: 



£ (a, — 3 . ef,) . a;" 

00 
x'-=l ^^ 



= o, 



also: 



(4) 



Um^ 



X-l 






= 9> 



tv 



q. e. d. 
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Zusatz. Nach dem CAUCHY-STOLz^schen Qrenzwerthsatze * hat man: 



• a» an •* 



allemal wenn: 



(5) 






n»co 



Ist also diese letztere {engere) Bedingung erfiillt, so besteht gleichfalls die 
Eelation (4) (wie iibrigens auch ganz analog, wie oben, direct bewiesen 
werden könnte). 

4. Um den Satz von Nr. 3 wirklich anwenden zu können, hat man 

sich vor allem geeignete Vergleichsreihen von dem dort mit ^d^x" be- 
zeichneten Typus zn verschaffen. Mit Hiilfe der fur \x\< i giiltigen bino- 
mischen Entwickelnng: 

00 

(i —a;)-' = 2(1»+ v— I),, a;', 



wo fur y ^ O: 



und f iir v > i : 



(i»— O, = I 



(p + v — i), = ^-^ T-r^-- > o. "«^enn p>o, 

gewinnt man, nach Analogie von Ungl. (2), durch Erhebnng von Ungl. (i) 
in die ( — pf Potenz die Beziehung: 



(6) 



Da andererseits 



2 (p + V — I)' . «" 



2(p + v— l),.|*'|* 



0)' (P>o). 



wm 

'^{p + v— i)„= I +Pi +{p+ i), + ...{p + n—i), 

o 

= {p + w)„ 



* Stolz, Math. Ann., Bd. 14 (1879), p. 232. Vorl. tiber allgem. Arithm. 
Bd. I., p. 173. 
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(wegen: i + p, = {p + i\ und {p + k\ + {p + k\^i = {p + k+ i),+,), so 
erhält man durch Anwendung des Satzes von Nr. 3 den folgenden Satz: 

Man hat: 

(7) lim ( I — x')" . 2 OyaJ" = 9 , 
wenn : 

H 

(8) Ta.^ip + n),.g bezw. a, = (p + n — i),.^.* 

O 

Mit Beriicksichtigung der bekannten Beziehung: 

lim^^ = r(p+i) 
känn man dann die Belationen (7), (8) auch durch die folgenden ersetzen: 



(9) lim{i—x')''.'^a,x" = r{p+i).g,weiai:'^a,^g.n'' 



X'i=l 



(10) ]im{i—x'Y.'^a,x"'=r{p).g, wenn: a, = (7.n''-\ 



(p > o), 



«'-l 



O 



Satz (10) fiir reelle positive x' und a^ ruhrt bekanntlich von Herm Ap- 
pell her.' 

5 . Es werde nun vorläufig mit \, (p = o , 1,2,...) eine unbegrenzt 
fortsetzbare Folge positiver Zahlen bezeichnet, welche gleichzeitig mit v mo- 
noton (zum mindestens fiir p > w) in's Unendliche wachsen und zwar schliess- 



^ Eine Relation von der Form: 



bedeutet : 



,. -An 



(Vergl. Encykl. der Math. Wiss. Bd. I, p. 75, Gl. (13)). 

* Comptes rendus, T. 87 (1878), p. 689. Vgl. im ubrigen: Miinch. Sitz. 
Ber., Bd. 31 (1901), p. 522. 
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lich langsamer^ als (v + i)* fiir jedes noch so kleine e < o. Dies besagt: 
jedem e > o lässt sich eine gewisse natiirliche Zahl n, so zuordnen, dass: 



(II) 



I <- 

A, 



i;<(^)' ^"'^ ">'** 



Da man jedenfalls von vornherein e < i annehmen känn, so hat man also: 



nnd daher: 

(12 a) 






v v 



fiir jedes positive s < i und v > w^ . Durch Division mit A^ . Ay_i f olgt 
sodann, dass analog: 



(12 b) 0<K1^ 

sodass man also setzen känn: 



^—\ 



K^ <e. 



(13a) 
bezw. : 

(13b) 



K K—\ — ^v • .. 



wo: e„>o, lims^ = o. 



— 1 



/y_l K ^W • 



xr' 



VsOD 



Wir wollen nnnmehr, von der ursprunglich zur Charakterisirung der 
A^, eingefiihrten (engeren) Bedingung (11) absehend, unter \, (j^ = o, 1,2,...) 
eine positive Zahlenfolge verstehen, welche der Bedingung (13 a) bezw. 

(13b) genugt, mit dem Zusatze, dass lim A^ = cx) und - , zum mindesten 

von einem gewissen Werthe p anfangend, monoton gegen Null abnimmt. ^ 

^ Diese Bedingung ist gleichfalls in der urspriinglichen Bedingung (II ) entlial ten. 
Denn darnach hatte man, zum mindesten von einem bestimmten v ab: 

Xv v + I 



X.^ 



y-i 






v — I 



also in der That: 



/v /y — \ 



v — I 
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Bedeutet dann r eine stetige positive Veränderliclie, so soll unter X{r) 
eine positive monotone Function verstanden werden, die im ubrigen le- 
diglich der Bedingung zu geniigen hat: 

(14) Kv) = K. 

Substituirt man jetzt in (13 a) der Reihe nach v = (n + i) , (n + 2), . . . , pn 
(wo p eine beliebige naturliche Zahl), so folgt durch Addition: 

Die e^ haben fiir p = (n + i) , (n + 2) , . . . in inf. eine obere Ghrenze s^^,, 
welche, wegen lim e^ = o, durch Wahl von n béliehig klein gemacht werden 

känn. Man hat nnn: 

^pn ^i. < ^» + 1 • -^/m 2 - < ^n + l . ^n • ^g P 

also: 

und, da andererseits A„ < Ap„: 

Ao» I 



pn 



I <^< 



d. h. schliesslich : 

(14) hm -y- = I. 

Bedeutet dann n die grösste in r enthaltene ganze Zähl, so hat man 

^n + 1 ^(^) ^n 

änders geschrieben: 

• "T" ^ "TT — T ^ ~7 



Da aber aus (13 a) folgt, dass: 

lim "5 — = hm -r— = i , 
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SO ergiebt sich mit Beriicksichtigung von Grl. (14): 

(15) lim7^=i. 

rea 00 * ' 

Man hat nun ferner: 

lim — w s = lim 






<0 <'-i) 



sodass mit Beniitzung von GL (15) die Beziehung resultirt: 
(16) lim77-r= I, 



fBBOO 



>l(r) 



znnächst fur jedes rationale k> o und schliesslich, wegen der Monotonie 
von A(Å:r), /I7r jecies beliebige positive k. 

6. Als einfachste d ivergente Eeihe mit dem Divergenz-Maasse A„ er- 
giebt sich vermöge der Identität: 

^. = K + 1}(^ — '^-') 

die Eeihe S(^ — K-x)- Dabei wollen wir im folgenden der Bequemlich- 
keit halber stets n^ = o setzen und zwar in dem Sinne, dass wir den 
Zahlen A^ schon von y = o ab die Eigenschaft beilegen, positiv zu sein 
und niemals abzunehmen, SoUten etwa die ^ in Tolge ihrer Definition 
durch irgend einen bestimmten arithmetischen Ausdruck (z. B. A^ = Ig, v) 
jene Eigenschaft erst fiir v >^ w^ besitzen, so mag unter ^ fiir v < n^ eben 
nicht jener arithmetische Ausdruck verstanden, sondern etwa X^ = X„^ fiir 
p = o , I , . . . , w^ gesetzt werden. Die Allgemeinheit der hier in Frage 
kommenden Eesultate erleidet hierdurch off enbär keinerlei Einschränkung, 

■o 

da es in jeder Eelation von der Eorm \ixnF{x') .^^ d^x'" =^ c ohne weiteres 



x-O 



freisteht, eine beliebige endliche Anzahl von Anfangsgliedem wegzulassen 
bezw. in beliebiger Weise abzuändem. 

In Folge der Divergenz von £ (A^ — A^_i) und der ans Gl. (13a) 
resultirenden Beziehung: lim {X^ — A^_,) = o besitzt die Potenzreihe 



VsBOO 



tJber den Divergenz-Charakter gewisser PoteDzreihen an der Convergenzgrenze. 

S(A^ — A^_,) .rc" den Convergenz-Radius i. Um ihr Verhalten bei a?=.rr' 
zn nntersuchen, erscheint es zweckmässig, die Substitution : 



15 
= I 











X 


= I 




I 

' y 


zu 


machen 


Setzt 


man 


alsdann : 








. 








y- 


= />• 


e' 


-fi 


80 


ist die 


Reihe: 






, 







(17) 

convergentj wenn: 



CO 



I — .^ 
p 



<•, 



also: 
(18) 



p.co^fp = gi(y) > - (wo 9l(y) den reéllen Theil von y bedeutet). 



Damach muss cosff> > o, ako I?*] <- sein. Setzt man etwa fest, dass 
|^|<^^^<-, und versteht unter y* diejenigen y, welche der Bedingung 



genugen : 



(19) 



I 

Yl' 



<C08ff>, SO hat man nach Ungl. (la): 





I 




I 


I - 


/ 


< I — 


1 




y 




ry 



(wo: - = — ^>o). 



Die Reihe (17) convergirt also rechts von der parallel zur Ordinaten-Axe 
verlaufenden Geraden 9l(y) = -. Sie geniigt uberdies der Bedingung (18) 
in dem Bereiche: 



(20) 



|y'|.cosf^> I, wo: f^<fo> 



d. h. im Innern und auf den Grrenzlinien desjenigen Ebenenstuckes, welches 
rechts von der Geraden 9i(y') = i liegt und ausserdem begrenzt wird von 
den Schenkeln der beiden Winkel ^ = + ^q. Dieser sich in*s Unendliche 
erstreckende Bereich werde als der Bereich y = y' bezeichnet und der 
Qrenziibergang lim allemal so verstanden, dass y' dem Bereiche {y') an- 

gehört und lim | y' | = cx) . 



16 Alfred PriDgsheim. 

7. Dies vorausgeschickt gilt zunächst der Satz: 

Es ist: 
(21) ]im?,{\y'\)-\F,iy')= i. 



y =00 



Beweis. Bezeichnet man mit n irgend eine natiirliche Zahl und sub- 
trahirt die Identität: 



n 



K = K + ^ {K — K-\) 



von der Gleichung: 



O \ y/ 

so folgt: 

Man hat nun: 

(i— jy— I =&v.P.^, wo: |Ä;,| < i,^ 

* Nach einem von G. Darboux (Journ. de Mathém. (2), T. 2 [1876], p. 293) 
und P. Maksion (Ann. de la soc. scient. de Braxelles, 1885 — 86, p. 36) bewiesenen 
Satze hat man fur eine differenzirhare Function f(x) der complexen Veränderlichen x: 



wo: 



Hiernach ergiebt sich: 



wo: 



wenn: 



also sicher, wenn: 



lÄ-l < I. 0< #< I. 

(i — 2)" = I — k . v2 . (I — dzy-^ 

= I — ky.ifz^ 
\k,\ = \k\.\i-»z\' 

< I. 

|l —z\< I. 



Uber den Divergenz-Charakter gewiaser Poteiizreihen an der Convergeuzgrenze. 17 

und somit, wenn man noch Gl. (13 a) beriicksichtigt: 



Fx{y) 



/ 



H 



•' 1 M+l • •''^ 



Bedeutet jetzt wiederum s„^x ^i^ obere örenze von s„^, , e^^.^ , . . . in inf,, 
so hat man: 



\FÅy)-K\< I -É^-^^ + ^^-^-M: 



Ån 
71 



w + 1 



y 



und, wenn man jetzt ij auf den Bereich (//') einschränkt, mit Beriick- 
sichtigung von Ungl. (19): 



< 






'^sx H- ^n-n-T-^rly'!) 



also: 



Ån 



-- I 



11 






£w/ 



y "v 



I //' r ^^ • ^« 



T r • ^»i+i • 



|y'l 



n 



Da naeh dem CAUCHY-STOLz'schen Satze: 



lim -v- • 7v c A ^ lim — r 7 



I)^. 



= lim 



^n ^n 



n~x> ^>* ^'« I ^n— 1 



(nach Gl. (13 a)) 



= o, 



n 

so folgt, dass -y -y^^vK durch Wahl einer passenden unteren Schranke 

1 

fiir n beliebig klein gemacht werden känn. Dasselbe gilt bezuglieh der 
Zahl s„^i, sodass man also setzen känn: 

n 

-2-*y^^A < ^ ^iid* ^n+i < ^ etwa fiir w> »'. 



Aeta fnatheniatica. 2S. luipriiué le IMt juillet l^nii. 



3 
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Xirnrnt man jetzt |.'/|> w' und setzt n -= [;/], wo [//] die sruaste in |//'| 
enthaltf^ne iraw/J: Zahl bedeutet, so wird: 



|/v^i^V//'.-i|<£.(. + r!f') 



aLso: 

lim /,7' .t\{}/)= I 

uiid srrhiiesslich, weiren: lim /(|?/'|] ./r~' = i, wie behauptet: 
-2U lim/(|y'|)-'.F,(y'i= .. 

8. Setzt man jetzt: 
»O nimnit zunächst die Relation (21) die Form an: 

(2 2) lim /(|Tzr^|)''-*^<^') = '• 

Danius erj^iebt sich speciell, wenn man a:' = |j^'| setzt: 



^23) lim/(^-^j).^^4|x'|) 



— I 



Xun ist aber mit Berucksiclitij:ifun<Tf von l^^ngl. (1): 



I ^ I II 



also : 



' I > 






und (laher nach iW. (i6): 



(24; hm- • L^ = I 

'i -hl/ 
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Damach liisst sich aber Gl. (23) auch durch die folgende ersetzen: 



lr^^x{^^).%(\x'\), 



sodass in Verbindung mit (il. (22) folgt: 

d. h. (s. Nr. 2, am Ende): 

Die Reihe ^x{^') divergirt bei x* = i gleichmåssig. 

Da andererseits 5Pa(0 das Divergenz-Maass X^ besitzt, so gewinnt man 
mit Beniitzung des in Nr. 3 angegebenen Vergleichungs-Princips den fol- 
genden Satz: 

Beslut die Reihe ^a^ das Divergenz-Maass gk^^ so convergirt ^a^x'' fur 
|a;| < I und divergirt bei re = a;' = i gleichmässig, der art dass: 



(26) lim^(|-^-^) .-^a^x-^g. 

Dabei ist die auf Xa^ bezugliche Voratissetzung allemal erfullt^ wenn 

(26 a) a» = 5'(^« — ^_i). 



9. Da: 

1 

00 

= (i — x) ,yÅ^.x\ 

o 

80 lässt sich Gl. (22) auch folgendermaassen schreiben: 



-1 • 



(2 7) Um ( I - rr'). ^(|7-ir^7-,-) . £ Kx- = i 
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Wir zeigen nun zunächst, dass die ähnlich gebildete Keihe: y^Å~\x\ 

o 

welche offenbar gleichfalls fiir |a:| < i convergirt^ fiir rr = i divergirt^ einer 
ganz analogen Itelation geniigt. Man hat fiir | ^^ | < i : 



00 



QO 



(28) 



2 K^" • £ ^^~'^' = £ ^v . ^', 



wenn gesetzt wird: 



A^„ Aq , Å^ + /, . /;,_i + . . . 4" ^/t-1 • ^1 ■!" ^n • ^0 • 



Daraus folgt zunächst: 



und daher: 



k 



n 



> K {K ^ K + • • . + ^«) 



K 



{n + i).Å, 



•£a 



n + I 






Nacli dem CAUCHY-SroLz'schen Satze ist aber: 



(29) 



lim 

n = «> (h + l) 



1 j • An n 



/« 



11 



lim 






= i"örT7 (**• ^^^- ('3»), (13 b)), 



« - 00 



sodass sich ergiebt: 



und somit nach Gl. (10) 



= I 



lim 



n= X 



k 



7t + 



- = I , also : /i'„ = n , 



00 



lim(i — x')' .^}.-^x" = I. 



x-l 
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ao 



Ersetzt man in dieser (jleichung ^/•'y^'" durcli das gleichgeltende Reihen- 



Product (28) und schreibt die so resultirende Gleichung f olgendermaassen : 

so ergiebt sich mit Beriieksichtigung von Gl. (27) die gesuchte Ilelation: 
(31) Hm(i _a;').;(|y-^).2A7\.a;'^= i. 

10. Durch Zusammcnfassung der Beziehungen (27) und (30) ergiebt 
sich, wenn man noch des folgenden wegen den unteren Summations-Index 
o durch I ersetzt: 

(31) lira(i — aj').A(i-— ^.V". VA^-x'" = I, wo: a= + i. 

Daraus folgt in*s besondere, dass ^Å^ . re'" bei x' = i gleichnässig di- 
vergirt, da: 

• - I *_1 > i und : lim ALnl^- = i (Gl. (24)). 



\^-^'\ T 



■' <1T^) 



Um nun aus der Ifeziehung (31) eine allgemeinere abzuleiten, combiniren 
wir sie mit der folgenden (aus Gl. (10) resultirenden) : 



cc 



(32) lim (i —xy,^v^-\x'^= r{p) (p>o). 



x'-l 



1 



Durch Multiplication mit Gl. (31) ergiebt sich alsdann: 

CO 

(33) '^^Z' - •''^^' • ^1 r-ryi) • £ '''^"" = ^(^)' 

wenn gesetzt wird: 

(34) K = ^t ■ «'"' + K . (« — 1)'-' + ... + K-1- a'-' + K . I'-' 
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Dabei ist, wie zunächst fi^ezeii^t werden soU: 



(35) 



p * 



Durch partielie Summation folgt näinlich aus (34): 

K = (K - A?) . n"-' + (A? — A?)((n — i )"-> + »'-')+... 

+ (A:-, — A-Xa"-' + ... + n'-') + ASli"-» + 2'- + ... + n"-') 

und hieraus, da die Differenzen A"..i — Å", gleichgiiltig ob a = + i , jeden- 
falls gleiches V^orzeichen haben; 



(36) 



n 



= !(/? — 4) . n"-' + (AS — A«)((n — 1)"-' + n""') + . . . 

+ (A:_, — A«)(2'-' + ... + f/'->)|. 



Sei nun zunächst p> i, also (v + iV""' > v*""', lim y*""' = 00. Aus (36) 



folgt alsdann: 



(37) 



A. - a: . 2 *'"-' 



< |(At — AS) .n"-' + (A5 — Xi) . 2n''-' + . . . 

+ (^:-,— '*S).(«— I)-»'-' 



= M"- ' 



Va:— «.A" 



und durcli Division mit w' . A" : 



(38) 



Da aber: 



H^A^ nPV n.Aa 4* " 



(39) 



n 

lim — .>v''~'=- (nach dem CAUCHY-STOLz'sche Satze) 



n 



lim Ta*5l^^ "^ ^ (^^^^J?l-j s. iibrigens Gl. (29)), 

U —Vi fl . Å/i I 



so ergiebt sich, wie behauptet (öl. (35)): 



lim 



hn 



n - fx, f^ ' ^n » 
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Ist jetzt p < I, also {v + i)''~* < v^~\ so hat man: 

nP-^ + (n- if-' + ... + (n-v + ir^ <u.{n - uf-' c-m (n-i», 

und wenn man auf beiden Seiten den Ausdruck 



addirt 



also: 



)^{n^-' + (n — i)''-' + ... + (n — v + i)"-^) 

{u + i),{n'-' + (n— if-^ -h ... + (n — v + i)''"'} 

< v{n''-^ + {n— ly-' + .. . + (w — vf-'}, 



n''-^ + (n — I)P-' + ... + (n — y + i)""' n?*-^ + (n — i)p-^ + ... + Q?- — vY^^ 

v v + I 

Durch successive Anwendung dieser Relation fiir u = i,2,...,(n — i) 
findet man: 



n*— 1 i^P-^ + (n — l)P-i tjP-^ + (n — 1)^-' + ... + l^"* 

12 91 






sodass mit Beniitzung dieser Ungleichungen ans Gl. (36) sich ergiebt: 



«s 



v"-' I < 



i.£v"-'y|i.(Ai:-A;) + 2(AS — A;) + ... 



+ („_i).(A-.,_^-)| 



= (^É^"-')|É^"-«•^: 



und, wenn man wiederuni noch durch n^.Ål dividirt: 



h. 



P 5a 



::4--U^p-')l-,p 



Daraus folgt dann schliesslich wieder mit Hiilfe von (39) 



lim 



hn I 



n^ ii" P 
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&• 



Fiir den noch iibrig bleibenden Fall p= ly fiir Avelchen nach Gl. (34) 



n 



1 

findet man unmittelbar aus der zweiten Grleichnng (39): 

lim— i= I, 

sodass also die Griiltigkeit der Beziehung (35) nunmehr fiir jedes p > o 
erwiesen ist. 

II. Beachtet man noch, dass Gl. (33) offenbar wieder die gleich- 
mässige Divergenz der betrefifenden Potenzreihe anzeigt, so lieferfc der Zu- 
satz von Nr. 3 und das soeben beziiglich der h^ gewonnene Resultat die 
folgende Beziehung: 

(40) lim(i -a;'r^A(J^-i-^)"^£v^;^a;" = l>.^(p) 

= r(p+i) (i)>o, «=±i), 

und, wenn man den Factor (i — x') unter das Summenzeichen zieht: 



(41) lim(i— a;'r.A(|^^|) ". V (v^^"-(l.- ir.Ar_,).a;"' = /'(/)+ i). 

Diese unter der Voraussetzung p > o, a = + i abgeleitete Gleiehung gilt 
ofifenbar auch fiir p > o, a = o, da sie alsdann bereits in Gl. (9) ent- 
halten ist; desgl. fiir |> = o, a = + i, in welchem Falle sie auf Gl. (22) 
fiihrt. Da andererseits Gl. (41) wiederum die gleichmässige Divergenz der 
Potenzreihe bei a;' = i erkennen lässt, und da ausserdem die fiir x' == i 
resultirende Reihe das Divergenz-Maass n''.A* besitzt, so lässt sich unter 
nochmaliger Anwendung des Satzes von Nr. 3 das Gesammtresultat dieser 
Untersuchung in folgender Weise formuliren: 

Hanptsatz (Erste Form). Besitzt die Reihe l^a^ das Divergenz-Maass: 

Iwo: p > o, a = + I öder o, 
öder: J? = o, a = -}- i, 
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SO convergirt die Reihe l^a^x" fur |rr| < i und divergirt hel x = x' = i 
gleichmässig mit dem Divergenz Char akter : 

r(p+o.^.(r^--,y.A(^i-^,)", 

d, h. man hat: 

(42) lim(i -xr.Å(^-~:^y.'£a,x'''^r{p+ i).g. 

Die Voraussetzung dieses Satzes, nämlich: 

fl 

O 

ist dann nach dem CAUCHY-STOLz/schen Satze öder auch direet im Anschlusse 
an Gl. (41) wiederum sicher erfiillt, wenn: 

(43) «n = ^(n^A; — (w- lYAU). 
Ist nun j) > o, so hat man fiir a = ± i : 

n'K — {n— ly.K-r = [n' — (n — if) ./^ + (n — I)^ (K — K-^), 



also: 



nr /; - (n - Ty\ C- 

p— i ».« 
n . /„ 



-».(-(-^r)+(-0'«-^-' 



-■ n 



•(' ~ (' ~^)') + (• -l)"-^' (^^- ^'3a), ('3b)) 



und dahor: 

j.^ n.x,-(»-l). ^^^ 

P — 1 yJt * ' 

11=^0© 71 , A;| 

änders geschrieben: 

(44) n^A: — (n— ir./^ll^p.n^^-VA:, 

eine Formel, die offenbar auch im Falle a = o richtig bleibt, sodass also 
fiir p > o die fiir die (xultigkeit von Gl. (42) ausreichende Bedingung (43) 
auch durch die folgende einfachere ersetzt werden känn: 

(45) a^^p.g.n^-^Å^, 

Aeta mathematira. 28. Imprimé le 19 aofit 19(.i3. 4 
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Ist dagegen p = o, so versagt die eben durchgefuhrte Transformation, 
sodass es also in diesem Falle bei der Bedingung (43), d. h. (wegen a = -}" i» 
wenn p = o): 

(46) an-ff{^ — K^i) 

sein Bewenden hat und lediglich das schon durch Gl. (26), (26a) aus- 
gesprochene Resultat wieder zum Vorschein kommt. 

Ersetzt man jetzt schliesslich noch in Grl. (45) g durch - , sodass 

/'(jp + i).ff auf der rechten Seite von GI. (42) in r{p),g iibergeht, so 
gewinnt man die folgende 

Zweite Form des Hanptsatzes. Es ist ^a^x'' fur | a^ | < i convergent, 
bei X -^ x' = i gleichmässig divergent %ind gefiugt der Grenz-Beziehung : 



(47) 



a) Hmd -xy.x(^^-^r^~\'^a^x'^ = r[p),g, 

wenn: (in— 9 ''^^^~^'K (p>o, a=+i öder o) 



-1 * 



(b) limA(|-^-^|j ."^a^x"' = g, wenn: a,^g{Å, — Å„_,) 



Obsehon die a^ hier specielleren Bedingungen geniigen miissen, als 
zuvor fiir die Giiltigkeit von Gl. (42) erforderlich waren, so besitzt doeh 
der Satz in dieser neuen Formulirung, ja sogar schon der in Gl. (47 a) 
enthaltene Theil desselben in Wahrheit keine geringere Tragweite, als der 
Hauptsatz I — d. h. man känn von Gl. (47 a) ans auch wiederum zu Gl. 
(42), ja sogar mit noch etwas erweiterter Giiltigkeits-Bedingung zuriick 
gelangen. Ersetzt man nämlich in (47 a) a^ durch s^ und setzt sodann 



n 



5„ =S7a^^ so ergiebt sich zunächst: 



lim (I - a;r.A(|^ _?_-^) ".^s.a;" = r{p).g. 



n 

wenn T^ö^ — 5'.w'' ^/^ und p> o. 



(Tber den Divergenz-Charakter gewisser Potenzreihen an der Convergenzgrenze. 27 

Da aber: 

o o 

so folgt, wenn man noch p + i statt p schreibt: 

00 

(48) lim (I - x')". x[^^^y'.^a,x" = rip + i).ff, 



n 



wenn: ^a^^g.n^.X^, p + i > o, 

o 

in voller Ubereinstimmung mit öl. (42), nur mit dem Unterschiede, dass 
an die Stelle der (liiltigkeits-Bedingung p>o jotzt die folgende: p> — i 
tritt. Dabei ist aber hervorzuheben , dass fiir p < o und auch schon in 
dem (oben ausdriicklich ausgeschlossenen) Falle : jp = o, a = — i die lleihe 

2^ ^v nicht mehr divergirt, sondern convergirt und zwar gegen die Summe 

o 

iVw//, wie ja auch andererseits der Factor (i — xy,A-, rj) dann 

nicht mehr den Grenzwerth o, sondern den Grenzworth co besitzt. Die 
Relation (48) macht also in diesem Falle eine Aussage iiber den Zusam- 



OO 



menhang des Cowv^rörew^-Charakters der Potenzreihe S^ a^x"" bei o?' = i und 



OO 



des Conven/ew^-Maasses der Reihe ^a^. Man bemerke noch, dass alsdann 

o 

die Festhaltung des unferen Summations-Index j;, also bei der hier ge- 
wählten Fonnulirung: v = o, fiir die Giiltigkeit der Gleichung (48) durch- 
aus tvesentlich ist, während derselbe in dem ]>isher ausschliesslich be- 

trachteten Falle der Divergenz von ^a,,^ wie bereits oben beinerkt wurde 
(s. Nr. 6), durchaus willkiirlich bleibt. 

Die zuletzt gemachten Bemerkungen gelten auch fiir die Relation: 



(49) 



Tj^—T-A '^a,x'' = g, wenn: ^a^=K — K-u 



welche sich durch die eben beniitzte Transformation aus Gl. (47 b) er- 
geben wiirde. 
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12. Die Function A(r) war bisher keiner anderen Beschränkung unter- 
worfen, als dass sie monoton zunehmen und der Beziehung A(v) = A^ ge- 
niigen soUte. Nimmt man jetzt A(r) als stetig und differenzirbar an, so 
wird an die Stelle der Bedingung (12 a) die folgende treten: 



(50) 



A'(r) < e . 



Kr) 



fur r > r., 



Kr) 



mit dem Zusatze, dass und X{r) von einem gewissen r ab monoton 

abnehmen. Alsdann wird nämlich: 

A{r) — A(r — h) = A'(r — 9h).h 

<Å'(r).h<s.--^^.h, 



also speciell: 



Å{V)—Å{V-- 1) < £. 



Kv) 



iibereinstimmend mit Ungl. (12 a). 

Man erkennt nun unmittelbar, dass jeder Ausdruck von der Form: 

(5 1) Mr) =- {Ig.r)". {lg„+, '•)". . . (Ig„+*'-r , 

wo: fn>i, J > o, ^^(1;= 1 , 2, ...,Ä') beliebig reell, incl. o, 

den soeben in Bezug aut X(r) , Å\r) statuirten Bedingungen geniigen, und 
dass sodann, im Falle ? < o, A{r) dem Typus Å{r)~^ angehört. 
Beachtet man noch, dass: 



also: 



(52) 



hm -, = hm ^ , ^ = i 



r=» 00 



Ig 



lim 



Ig 



I x' 

= I lind allgemein: lim 



Ig*-. 



I — j- 



= I 



x' = l 



l.-^'l 



Igi 



l.-.'l 



wobei man etwa, um eine eindeutige Festsetzung zu treffen, unter \gy 
den Haupt-Lofjarithmus, also unter Igj 2/ = Ig (Ig y) den Haupt-Logarithmus 
vom Haupt-Logarithmtis u. s. f. verstehen mag (was im iibrigen fiir die 
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Griiltigkeit von (52) belanglos ist), so liefert der Hauptsatz I fiir A(r)''= A{r) 
das folgende Resultat: 

Besitzt die Reihe Xa^ das Bivergenz-Maass: 

f wo : A{n) = (Ig^ n)^ (lg,+, nf . . . (lg,+, n) 
^.n^/l(n) 

I JP .^ o und ini Falle /? = o : g > o, 

50 hat man: 



9fc 



-1 * 



(53) Yim[i-x'Y,A(-^) .£aX^ = JX2> + i) .^. 

13. Die Substitution k{rY = A{r) wiirde unmittelbar ein analoges 
Ergebniss aus der Gleiehung (47 a) liefern. Um aber fiir die beiden Rela- 
tionen (47 a), (47 b) eine in Bezug auf die Normirung der a^ mögliehst 
einheitlich gestaltete Passung zu gewinnen, verfahren wir folgendermaassen. 
Es werde gesetzt: 

(54) Är") = (Ig.r)^-^ (Ig.+ir)-''. . . (lg«^.)--^S 

wo y < I, die iibrigen g^ beliebig reell, eventuell auch NuU. 
Alsdann wird: 

--_ - fl — q g, I 

^ ^^^ ^ ' ^^^yrAg^r.. .\g„,r r .Ig^r . . Agm^ir " j' 

also fiir r = 00: 



(55) '-■(')-(■ ■-»)>:v,f ■.-,.-.; 

I 

wo: 

(56) LiXr) --^ rAg^r... Ig^r {fi>\) und speciell : Z,(r) = r . 

Fiihrt man in Gl. (47 b) k{r) = A{r) ein, so känn die Bedingung: 



a„ = g{A{n) — :i(n-i)) 
mit Hiilfe der lielation: 



J(»i ) — /l(i» — I) = AXn — ff) = ^f(H), 
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und falls man schliesslich noch _ statt g schreibt, durch die folgende 
ersetzt werden: 



c- 9 



Setzt man dann noch die zu Gl. (47 a) gehörige Bedingung in die Form 

'*'• ^ • n . /;-« ~ ^ • l>m-i(n).(lg.n)^...(lg«+,n)^* ^ < O, 

so liefern die beiden Beziehungen (47) den folgende Satz: ^ 

Ist: 

^ nP 

" -^ • /v.-,(n).(lg«,n)7.(lg«+,n)^'...(lg«+*H)^* V>W > I), 

SO hat man, falls p > o, q '^ i: 



iimc-.r'.i.-,(r-b)'«-(T^O''S"'(rbr-i*'-"(T^-) 



7» 



00 



X ya„x"= r{p).g, 



dagegen fur p = o, in welchem Falle dann allemal q < i sein muss: 



3 



Miinchen, Januar 1902. 



^ Fur reelle x bei E. Lasker, a. a. O. p. 453. Die dort beniitzte Methode 
ver sagt fiii* complexe x. 

^ För J > I, wäre ja Sa^ convergent. 
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NOTE Ober die symmetrischen functionen 

DER ZWEI ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN GEMEINSAMEN WURZELN 

(Auszug aus einem Briefe an den Hei^ausgeber) 

VON 

LEOPOLD GEGENBAUER 

in WIEN. 



Unter den kleineren Arbeiten Abel*s befindet sich ein Aufsatz, der 
dadurch von besonderem Tnteresse ist, dass er, wenigstens fiir einen be- 
sonderen Fall, die Theorie des grössten gemeinsamen Theilers zweier ganzen 
Functionen auf die Theorie der symmetrischen Functionen direct zuriick- 
fiihrt. Es ist dies die im 17. Bände von GergonnfAs Annales de Ma- 
thématiques pures et appliquées erschienene Arbeit Recherches de la 
quantité qui satisfait ä deux équations dlgébriques données^ welche länge Zeit 
in Vergessenheit geraten war — wurde sie doch erst in die zweite Auflage 
von Abel's Oeuvres complétes aufgenommen — und auch heute noch 

zu wenigr beachtet zu werden scheint. Daselbst wird fiir eine rationale 

Fix ) 
Function ^, . \ der den sfanzen Functionen 

f(^x) '--- {x — x,){x—x^) ...{x — x,) 

und g{x) gemeinsamen Wurzel x^ unter der Voraussetzung, da«s diese 
Functionen nur einfache Wurzeln besitzen und dass sie niir diese eine 
Wurzel lifemein haben, der Ausdruck 



/ II 



F{xx) 



2I öT^) *^ ** ■* ^''<''' '''^' • '^^ 



A- /i 



Åeia mathvmatxta. 28. IirprliEé le 19 aofit UC3. 



.^j*(-*'a)B^(x),A(x;j';i) 
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aiifgestellt, in wekhem 0{x) eine beliebige rationale Function von x ist, 
welche fiir keine iler (Trossen x^ unondlich und fiir x^ nicht NuU wird, 
"R<f(x),Ä(x) die Eesultante der (Tleiehungen g(x) = o, Ä(.r):^o und 

ist. Aus derselben folift fiir den grössten gemeinsamen Theiler x — x^ 
der beiden Fiinctioncn die Darstellunfjf 

A?i ^•'^ "~ *^- ^*^*^^ ^^i^w.AC*;'*) 



Auf die Bedeutung dieser ÄBEi/schen Form dos grössten gemeinsamen 
Theilers hat Kronecker in seinen algebraischen Vorlesungen wiederholt 
hingewiesen und zugleich eine Ausdehnung derselben fiir den Fall gegeben, 
dass dieser Theiler von einem beliebigen Grrade ist, wobei er allerdings die 
angegebene Beschränkung beziiglich der Wurzeln der beiden Functionen 
beibehielt. Fiir denselben stellte er den Ausdruck 

A|| n^i •*•• A|» 

A|, Aji ...I Ar • • 

auf und fiir das Vorhandensein eines grösst^jn gemeinsamen Theiles vom 
Grade r erhielt er als notwendige und hinreichende Bedingungen die Re- 
lationen 

X = n 
^g(x),f(x)— ^ .^P(').Ar-l(':*A,.*A, 'A._,) ~ ^» 

«|i Ao, ...t Är » • 

wo die Summationen in der A'-fachen Summe beziiglich der Grössen A,, 
^qj-y^k iil^^-r ^11<^ Combinationen Ä*^' Classe der Zahlen i , 2 , . . . , n 
ohne Wiederholung auszudehnen sind. 
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Ich habe in meiner in der zweiten Abtheilung des 1 1 o. Bändes 
der Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlichen 
Classe der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien enschiene- 
nen Mittheilung iJber die AheVsche Barstellung des grössten gemeinsamen 
Theilers zweier ganzen Functionen gezeigt, dass die KiiONECKEU*schen Be- 
dingungen und seine Darstellung des Theilers unter gewissen Bedingungen 
auch noch beim Vorhandensein mehrfacher Wurzeln bestehen bleiben und 
weiters bewiesen, dass die notwendigen und hinreiehenden Bedingungen 
dafiir, dass eine ganze Function f{x) vom Grade n genau r<n unter ein- 
ander verschiedene Wurzeln besitzt darin bestehen, dass die (« — r + i )**" 
von den symmetrischen Functionen der Wurzeln x^ j x^ , • • . , ^« von f{x) 



A-n 



■^n^) — |^t>4:|(i,ir = 0,l, ...,«-!)) ^/^(x) " | ^t + ir Ui = 0. 1,?, ...,n-2) — ^^ ^^ftix;Xj,)y 

in denen Df^^j,^ die Discriminante von h{x)^ und s^ die i*® Potenzsumme 
der Grössen x^ ist, die erste nieht verschwindende ist, und dass diese dann 
dies Produkt aus den Ordnungszahlen der unter einander verschiedenen 
Wurzeln von f{x) und der Discriminante jener Gleichung (Stamragleichung) 
ist, der diese geniigen. Fiir den grössten gemeinsamen Theiler von f{x) 
und n^) gab ich den Ausdruck 

Z (X- x,X^ - a^O ... (OJ ~ x,,J I s^^;^^ •••' ^ I 

A„X,....,/,-r (i,*-0,l,2....ii-r) 

I '»+* I 

an, in welchem mit s^.^»'^»- •'^-') die z^ Potenzsumme der von x^^y x^^^ ..., Xi^_^ 
verschiedenen r Wurzeln bezeichnet ist. In die Reihe der Grössen rr, ,0:3, ...,rr„ 
ist in den einzelnen Formeln jede Wurzel so oft aufzunehmen, als ihre 
Ordnungszahl angibt. 

Uer grösste gemeinsame Theiler von zwei ganzen Functionen ist eine 
symmetrische Function der den zwei Functionen gemeinsamen Wurzeln; die 
eben angefiihrten Resultate lassen sich auch, wie man aus meinen a. a. O. 
gegebenen Auseinandersetzungen ersieht, auf dem von mir eingeschlagenen 
Wege sofort dahin erweit^rn, dass sie die Darstellung irgend einer ratio- 
nalen symmetrischen Function der r den Gleichungen f{x) = o und g{x) = o 

Äeta matiwnalioa. 28. Imprimé le 19 ao&t 1003. 5 
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gemeinsamen Wurzeln x^ ^ x^ . . . . , .r^ liefern. Man erliält fiir eine solche 
Function S{x^ , j^^ , . . . , a;^) die Darstellung 

*jf *t» •••» »-r I / r 

A|, *.,•! ..., <r Ii' 



A.) 



wo S^ {Xx^ , a;^^ , . . . , rr;i J eine beliebige rationale synimetrische Function ist, 
welche fiir keines der in betracht kommenden Wertsvsteme unendlich und 
fur das Wertsystem ■x^ , x^ , . . . , x, nicht NuU wird. 
Ist 

Q/ \ ^ ( ^1 t ^a t • • • t ^r) 

0\J}^ , iCj , . . . , i</,.j T^ , - v j 

^V^i » ^» j • • • * ^rj 

WO F(3;, , iTj , . . . , rc^) und (?(a:, , rr^ , . . . , rr^) ganze symraetrische Func- 
tionen sind und setzt man 

so erhält man die Beziehung 

(I) Sf(a:,,a;,,.>.,a;,)=^ ^-V\., ,;/ - "^ > 

^ G(arA, , iO.^, . . . , nr)l^g{ji)JM:r.,x,,...,xx;i 

/•I» *ji ...t ^r • ■ 

Fiir eine symmetrische Function der den (Tleichungen f{x) = o und f'{x) = o 
gemeinsamen Wurzeln x^ ^ x,^ ^ . . . , x^^ ergeben sich die Darstellungen 

^/ \ '-If *»l •••! Ap ' '^ 

o (iCj , rr^ , . . . , rr^j = r^^ -. , 

(tMr=0,l, 2, ...,/»-!) 
2) S{X, , .T, , . . . , .T^ = .^^^^ ^^. _. . (,,.. „,,., ,_„ 

*1» Aj» •••! ^p 

Um eine Anwendung dieser allgemeinen Formeln zu liefern, will ich zu- 
nächst, die Bedingungen dafiir ermitteln, dass die drei ganzen Functionen 
f{x) ^ gix) ^ h{x) einen grössten gemeinsaraen Theiler vom Grade 5 < r be- 
sitzen, wenn die ersten zwei einen solchen vom Grade r besitzen. 



tJber symraetrische Funktionen gemeinsamer Wurzeln. 35 

Aus (ler Formel (i) ergiebt sich unmittelbar die Relation 

^A(x),(X-xXx-X.^)...(x-Xr) 



'•Il *»• •••» *r * • 



^/A) 



A(x),i/(x)./^(x) 



A|, Ay, ..., Ar • * 



und daher hat man den Satz: 

1st von den symmetrischen Functionen 

die (r + i)*'' und von den symmetrischen Functionen 

■^Kx),gix),nx) , ^A(x),y(x),A(x) , ^A(x),(7U),/^(x) , • • • 

die {s + I f^ die erste nicht verschwindende, so hat der grösste gemein- 
same Theiler der drei ganzen Functionen f[x) , (/(x) , h{x) den Grad s, 
während die zwei Functionen f{x) und ff{x) einen solchen vom Grade 
r>s besitzen. 

Als Anwendung der Formel (2) sollen die Bedingungen aufgestellt 
werden, unter denen eine ganze Function f{x) vom örade nr unter ein- 
ander verschiedenc Wurzeln x^ ^ x^ , . , . , x^ besitzt, von denen r — s {s < r) 
einfach sind. 

Aus (2) folgt die Relation 



W 



y^ I „Alj '-a» •••» An— r 1 1 ^Aj, Ajj, ..., Am—r I 

1 ) ) '•» + '• " *+* I 

A|, Aj, .., fn-r 



(X-X,)(X-X2)...(X -Xp) I S-4.* I 

(i, 1 = O, 1 , 2, ... , r— 1 ; I, i^, «= 0, 1 , 2, ... , II — /> —a— 1 ) 

wo mit j?, , iC, , . . . , :r,. r/Z/e den (lleichungen f'{x) ^^ o und f\x) = o ge- 
meinsamen Wurzeln bezeichnet sind, so dass sie also die Grrössen x^^x^^ •••»^r, 
jede 80 oft geschrieben als ihrc Ordnungszahl anzeigt, sind, und mit ,sj»»^v.- .^-r 
die T^ Potenzsumme der txrössen x^^ , .r;^^ , . . • , J^a«_^ bezeichnet ist. 

Man hat daher den Satz: 

Ist unter den symmetrischen Functionen der n Wurzeln .Tj , ir^ , . . . , x„ 
der (jleichung f{x) = o 

\^iu\(i,i^O.],'i,n-\)> |^t+ir|(t,* = 0,l,2,n-2)» | ^i+ir |(t,ir = 0, l,2.ii-3) j • • • 
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die (fl — r+ i)^' und unter den symmetrischen Functionen 

^ ' I c 1» 2» ••■» *■"-'' 1 1 c(^l»^2» •••• ^»—r) I 

, j ^, P«i+^l IP*+* |(t,* = OJ, 2,..., r-l;t„*,-0,l, ?,..., »-/>-l)> 

Il 2* •••I •• ' 

7^ I o*I>*2f •••»^•— r II e(A|, Aj, ..., A«_r) I 

3 1 1 P»i + *i M^t+ir |(i,* = 0,l,3,...,r-l;i„*j = 0,l,2,.. ,«-/>-3)) 

A|, Aj, ... ,Aii — r 

^ I o I» 2» •••»*•"*■ II cX*!» ''2» •••» A» r) I 

j , j Pti + ^^i |Pi+* |(i,*. 0,l,2,...,r-l;i„*, = 0,l,2,...,n-/>-8)» 

A|, A4, ..., An -r 



die (5+1)*'' die crste nicht verschwindende, so besitzt /'(ic)r unter einander 
versehiedene Wurzeln, von denen r — 5 einfach sind. 
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DIE DIRICHLET'SCHEN REIHEN, DIE ZAHLENTHEORETISCHEN 
FUNKTIONEN UND DIE UNENDLICHEN PRODUKTE 

VON ENDLICHEM GESCHLECHT 

VON 

HJ. MELLIN 

in HELSIMaFOBS. 



Die von Abel in der Abhandlung SoJution de quelques problémes å 
Valde dHntégrahs défmies entwickelten reciproken Formeln 



x^^a 



é(a)— i '^^ _ sin ».T . /• ^i ^l) 



haben bekanntlich eine ganze Iteihe von bemerkenswerthen Untersuchungen 
veranlasst. Diese Formeln liefern in den Fallen, wo das fragliche Inte- 
gral eine der obigen Formen besitz und die gegebene Function gewisse 
Voraussetzungen erfiillt, die Lösung einer sehr ausdehnbaren Aufgabe,'welche 
als Umkehrung (Inversion) eines bestimmten Integrals bezeichnet worden 
ist. Je nach den Voraussetzungen, welche iiber die Form der Intcgrale 
und iiber die Eigenschaften der Functionen gemacht werden, ist man fiir 
die ]iösung der Aufgabe im allgemeinon gezwungen recht verschiedene 
Wege einzuschlagen. Ein fiir Untersuchungen dieser Art gemeinsames 
Ergebniss ist indess eine bemerkenswerthe Reciproeität zwischen den jedes- 
mal in Betracht kommenden Funktionsklassen resp. Intcgralklassen. 

Im Nachstehenden werde ich zunächst zwei solehe reciproke Integral- 
klassen (I) und (II) charakterisiren. In den folgenden Paragraphen be- 

Åcla mathematica. 28. Imprimé le 19 aoilt 1U03. 
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al)sichti2:e ich sodann, den Zusammenhanjfi; zwischen den in der Uberschrift 
dieser Arbeit erwähnten Jiogritfen mit Hiilfe von Integralen der Klasse (I) 
von eiuer Seite zu beleuchten, welche bereits in raeiner Arbeit ^ ii ber un- 
endliche Produkts von endlichem (ieschlecht theilweise zur Sprache ge- 
kommen ist. Als neu diirften die allgemeinen Formeln angesehen werden 
können, welche ich fiir summatorische Funktionen zahlentheoretischer Funk- 
tionen erhalte, sowie der innige Zusammenhang, in welchen gewisse der 
genanntcn Produkte mit der analytischen Zahlentheorie gebracht werden. 
Bezeichnet F{z) eine von z = u -{- ir abhiingige Funktion, w^elche 
sich regulur vcrhält in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern 
und auf der Begrenzung eines gcwisson, zur imaginiiren Axe parallelen 
Streifens a < u < ^3 und fiir unendlich grosse, demselben Sti*eifen an- 
gehör ige VVerthe von z auf die Form 

(i) \Fiz)\=^e-'"^r{n,v) 

derart gebracht werden känn, djuss /9 eine von NuU verschiedene positive 
CWstante, wiihrend / eine Veriinderliche ist, welche bei wachsendem j v end- 
lich bleibt öder wenigstens nach Multiplikation mit e"*'**' diese Eigenschaft 
bekonimt, wie klein auch die positive Constante s angenommen werden 
mag, so convergirt das Integral 

ti + 100 

(I) J{x\a)r^ '■. f F{z)£-'dz a<a</^ 



(I 100 



gleichmiissig in jedem endlichen Theile ^ des durch die Ungleichheit^n 

(2) — (* — 2S) < ^ < + (* — 2c) 

definirtcn Gebiet^^^s von x--^ ,v\e^^ und befriedigt dasclbst zugleich die 
fundamcntiile Ungleichheit 

(3) y(^;^Ol <C(a,s)ixr\ 

wo C eine von x unabhiingige Grösse ist. 



^ Eine Formel fiir den JjOtfarithmiis iransvendenkr Funktionen von endlichem GesvhlechL 
Acta Soc. Se. Fennicae. T. 29. Der Aufaiig dieser Arbeit ist auch in Bd. 25 
die^ser Zeitschrift veröifenthcht worden. 

'^ Eino kleine Umgebung der Stelle * = O ist eventuell auszuschliessen. 
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])as Integral (I) stollt also ira Bereiche (2) eine analytische, daselbst 
uberall (die Punkte x = o und a; = co eventuell ausgeschlossen) regulär 
sich verhaltende Funktion von x dar. Mit Hiilfe des CAUCHY^schen Satzes 
findet man zugleich, dass es fiir alle die Bedingung OL<(i<(i erfuUenden 
AVertho von a eine und dieselbe analytische Function (l>{x) darstellt. In 
der Ungleichheit (3) känn hiernach C hel cndlicher lirelte des ParaUel- 
sfreifens als eine bloss von s abhängige Constante aufgefasst werden. 

Setzt man in (3) das eine Mal a =^ a, das andere Mal a = 13, so er- 
geben sich die beiden, fiir den liereich (2) giiltigen Formeln 

(4) lim x^ 0{x) = o, lim re* 0{x) =■- o, 

wo Ä; eine beliebige die Bedingung a < k < ^ erfiillende Constante be- 
deutet. Umgekehrt känn aucli eine fiir den Bereich (2) giiltige Ungleich- 
heit |<^(a;)| < C^lrrl"", a < a < y9, aus diesen Formeln gefolgert werden. 
Zur vollständigen Kenntniss der Integrale (2) gehört iiberdies der 
innige Zusammenhang, in welchem sie mit einer anderen allgemeinen 
Gattung von Integralen der Form 

(II) f0{x)x'-'dx 

U 

stehen. Bezeichnet niimlicb hier (P(rr) die durcli das Integral (I) definirte 
Funktion, so zeigt sich, dass dieses Integral (II) fiir jeden innerhalb des 
Streifens (a < w < /?) gelegenen Werth von z ^= u -^ iv nicht nur einen 
bestimmten Sinn besitzt sondem auch gleich der urspriinglichen Funktion 
F{z) ist. Man hat also die beiden Formeln 



(5) 



0{x) = ^. y F{z)x-'<h, — * < ö < + *, 

rt— too 

a<a <ff, 

F{z) = f (P{x)x'-'dx, a < ^{z) < /9. 



SoU (P{x) die fundamentale Ungleichheit (3) befriedigen, so muss x 
im allgemeinen auf den engeren Bereich (2) beschriinkt werden, wo c eine 
zwar beliebig kleine aber constante (irösse bezeichnet. Uies ist ein wichtiger, 
bei allén weiteren Specialisii*uug zu beachtender Umstand. 
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Zwischen den Formeln (5) hesteht zugleich eine volhtåndige Reciprocität ^ 
d. h. aus der letzteren känn auch die erstere gefolgert werden, wenn man 
von 0{^x) Folgendes annimmt: In dem durch die Ungleichheiten (2) de- 
finirten Bereich ver halt sich 0[x) iiberall (die Punkte a; = o und a; = 00 
eventuell ausgenommen) regulär und besitzt bei beliebiger, innerhalb des- 
selben Bereiches stattfindender Annäherung von rr an die Stellen re = o 
und ic = 00 die beidon Eigenschaften (4). 

Die aus (5) sich ergebenden Formeln 



(6) 



<P(0=^; ft-'dzf0{x)x'-'dx, 



a— 100 o 



%J a — t» 



bilden ofifenbar fiir die oben charakterisirten Funktionen <t>{x) und F{z) 
das Analogon zur FouKiER^schen Integralformel fiir Fimktionen einer reellen 
Veränderlichen. Durch passende Substitutionen ist auch ein näherer Zu- 
sammenhang nachweisbar. 

])ie bisher in der analytischen Zahlentheorie verwendeten lutegrale, 
welche ebenfalls die allgemeine Form (I) besitzen, wie z. B. 



a + i* 



1 / C'(0 ^' ; 



2ni I C(«) 2? 



a— too 



diirfen mit den oben charakterisii^ten Integralen (I) jedoch nicht verwechselt 
werden. Aus den weiteren Darlegungen wird sich ohne Miihe ergeben, 
dass die ersteren aus Integralen der Gattung (I) als GrenzfäUe erhalten 
werden können. 

Die obigen Beziehungen zwischen den bciden allgemeinen Intcgralklassen 
(I) und (II) sind zuei-st vom Verfasser in der Arbeit Uber die fundamentale 
Wiclitigkeit des Satzes von Cmichy fur die Theorien der Gamma- und der 
hypergeometrischen Funldionen (§ 14 und § 29, Acta Fenn. T. 21) ent- 
wickelt worden. Eine vollstiindige Herleitung derselben findet sich auch 
in ^ 7 meiner Arbeit V ber den Zusammenhang zwischen den Unearen Diffe- 
rential- und Differenzengleichungen (Acta Mathematica Bd. 25), sowie 
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eine Ausdehnung derselben auf Funktionen mehrerer Verand erlichen in 
Zur Theorie zweier allgeineinen Klassen bestimmter Integrdle (Acta Fenn. 

T. 2 2). 



§ 2. 

Von den DiRiCHLET^schen Reihen 



00 



/•(») 



(7) sw=i:^ 



n-l öti 



von denen die Rede sein wird, woUen wir annehmen, dass die Grössen a„ 
redle positive mit n monoton ins Unendliche wachsende Zahlen sind. Es 
giebt bekanntlich * eine reelle Zahl /, welche dadurch eindeutig bestimmt 
ist, dass die Reihe convergirt öder divergirt, je nachdem ^{z) algebraisch 
grösser öder kleiner als / ist, Diese Qrösse / nennen wir den Convergenz- 
exponenten^ von 8 (jer). Herr Cauen zeigt (1. c), dass die Reihe {7) gleich- 
mdssig convergirt in jedem endiiehen Bereiche, welcher dem Innem der 
Halbebene ^{z) > I angehört. In dieser Halbebene stellt sie mithin eine 
eindeutige analytische Funktion von z dar. Beschränkt man z auf die 
Halbebene 9l(^)>^? + e, unter e eine beliebig kleine positive Zahl ver- 



standen, so bleibt 



z ^ ^ 



unter einer endiiehen Grrenze. Dies wird von 



Herm Cahen nicht ausdriicklich hervorgehoben, geht aber aus § 4 seiner 
Arbeit ohne Miihe hervor. Das Gebiet der unbedingten Convergenz ist 
ebenfalls eine Halbebene ^{z)> X, welche in der Halbebene ^{z)>l ent- 
halten ist öder mit dieser zusammenf allt : I <^- Di© Grössen / und Å 
sind, falls sie > o sind, von Herrn Cahen folgenderweise bestimmt worden: 



log 

/ = lim sup — 



.?/(^) 



log r I /-(v): 

X = lim sup ""^ 



11=00 



log a« „ „ « log a, 



' Cf. Cahen: Sur la fonction C(«) ^^ Riemann. Annales de Técole norm. 
3« Serie. T. 9. 1 894. 

* Die analoge Benennung »Convergenzexponent eines unendlichen Produktes von 
endlichem Geschlecht» kommt schon friiher vor in Herm v. Schapebs Dissertation: 
tfher die Theorie der Hadamard' schen Funktionen, Göttingen, 1898. 

Acta mathåmatiea, 28. Imprimé le 20 aoftt 1903. Q 
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Man scheint al>er bisher nicht bemerkt zu hallen, dass diese Grrössen, 
falls sie > o sind, auch so charakterisirt werden können: /, resp. Å, ist 
glekh der unteren Grettze derjenigen Werthe von or^ fur wélche die obere 
Grenze von 



^fM 



v»l 



a. 



resp. 






n = I , 2 , . . . , CO, 



a, 



endlich ist. Auf den Beweis dieses Satzes muss ich hier ver/ichten. 

In meiner oben citirten in Acta Fenn. T. 29 publicirten Arbeit 
habe ich mit Benutzung einer im letzten J^aragraphen der vorliegenden 
Arbeit anzugebenden Formel nachgewiesen, dass es sehr ausgedehnta Gat- 
tungen DiRiciiLET^scher ]{eihen mit den naehfolgenden Eigenschaften giebt. 
Die dnrch eine Reihe der betreflfenden Art definirte Funktion S(^) existirt 
in der ganzen ^-Ebene, wo sie sich iiberall ira Endiichen wie eine rationale 
Funktion verliiilt, und Ijesitzt iiberdies die beiden folgenden Eigenschaften: 
i) in jedem zur imaginären Axe parallelen Streifen von endlicher Breite findet 
sich höchstens nur eine endliche Anzahl Pole von S{z)y 2) in jedem solclien 
Streifen nähert sich 8{e)e~^''^ l>ei wachsendem \z der NuU, wie klein auch 
die positive Constante s angenommen werden mag. — Die hierdurch cha- 
rakterisirten DiRicnLET'schen Keihen sollen bei den naehfolgenden Erörter- 
ungen vorzugsweise beriicksichtigt werden. Die einfachste unter denselben 
ist die fiir die Zahlentheorie fundamentale Funktion C(^). 

Die Bedeutung diescr Funktionen bei der Ermittelung von gewissen 
asymptotischen Formeln soll zunächst angegeben werden. 

Bezeichnen 0{x) und F{z) zwei reciproke Funktionen der in § i 
angegebenen Art so ergeben sich mit lienutzung von (5) die Formeln 



(8) 



a f <» 



V(.r) = — . f F(e)H{z)x-'dg, —&<0< + », 



a— iQo 



QO 



Fi,s)^z) = f»P\x)x'-'dx, 



U 



WO S durch (7), resp. V*' durch die Reihe 



(9) 



Wix)=Tnn)0{a,x) 



11 = 1 
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definirt ist. Zur öiiltigkeit der Formeln (8) ist indess erforderlich, dass 
die in (5) angegebene Parallelstreifen a<^{z)<fi und die Halbebene 
9t(-8?) > / einen gemeinsamen Theil haben. Auf diesen Theil hat man die 
Veränderliche z des zweiten Integrals sowie den Integrationsweg des ersten 
zu beschränken. Dureh die Annahme 0{x) = e~', F{z) = r{z) ergeben 
sich die gewöhnlichsten in (8) enthaltenen Specialfälle. 

Die erstere Formel (8) ist nun besonders bemerkenzwerth. Ihr haupt- 
sächlichstes Interesse erhält sie wegen der iiberaus grossen Menge asym- 
totischer Formeln^ welche daraus fiir lleihen der Form (9) herfliesst. Es 
bezeichne S(^) eine DiiucHLET^sche Eeihe der soeben angegebenen Art. 
Verbalt sich nun auch die Funktion F{z) in jedem zur imaginären Axe 
parallelen Streifen von endlicher Breite ähnlich wie S, während sie fiir 
unendlich grosse, dem betreffenden Streifen angehörige Werthe z = u -]- iv 

auf die Form 

F{z) = e-''^'^nu,v), 

gebracht werden känn, \vo ö und f die in § i angegebene Bedeutung 
haben, so känn der Integrationsweg des ersteren Integrals unter Beriick- 
sichtigung des CAUCHY^schen Satzes beliebig weit in der negativen Kichtung 
der reellen Axe verschoben werden, ohne dass das Integral aufhört, • in 
jedem endlichen Theile des durch die Ungleichheiten 

— {& — s)<0< + {» — s) 

definirten Bereiches von x == \x\e^^ gleichmässig zu convergiren. Die Summe 
der zu den passirten Polen des Integranden gehörigen Kesiduen stellt als- 
dann die lleihe (9) fiir kleine Werthe von x asymptotisch dar, während 
das Integral mit dem neuen Integrationswege das Kestglied repräsentirt. 
Das Verhalten dieses öliedes bei abnehmendem \x\ känn auf Grrund der 
fundamentalen Ungleichheit (3) beurtheilt werden. 

Im folgenden Paragraphen wird eines der bemerkenswerthesten in (8) 
enthaltenen Integrale besonders erörtert. 



§ 3. 

In diesem und in den Paragraphen 4, 5 und 6 werde ich den Zu- 
sammenhang besprechen, in welchen gewisse der in § i charakterisirten 
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Integrale mit einer der interessantesten Aufgaben der analytischen Zahlen- 
theorie gebracht werden können, mit der Aufgabe, einen asymptotischen 
Ausdruck fiir die summatorischc Funktion 

F(n)=^(i) + /'(2) + ... + /•(«) 

einer gegebenen Zahlentheoretischen Function f[n) zu finden. 

In meiner Arbeit in A c ta Math. Bd. 25 habe ich mit Hiilfe der 
leicht zu bestätigenden Formel 

d f i» 



(10) 






d— t» 



TT < < + TT^ P + I < a <p + 2^ 



fiir die Logarithmen unendlicher Produkte von endlichem Geschlecht (p): 



00 



('■) 



nw = ni('-ä 



ll«l 



dn 8 \amj p \au/ 



A») 



die folgende Formel enthalten: 



of tflo 



(12) logn{x) =(— irS(p+ 1)^!^+.—. / ^^s{z)-dz, 



a—tob 



jp -f- I < a <p + 2, 



wo 



(u) 



QO 



fin) 



SW = I^-^- 



n = l ««• 



Hierbei mnss vorausgesetzt werden, dass es sich um solche Produkte II (o?) 
handelt, in denen die Grössen a^ = | a^ | c*^" die Bedingung erf iillen 



(14) 



TT < Ö<^n<+*< + ^ n=I,2,...,CO, 



unter å eine reelle nicht negative Zahl verstanden, welehe kleiner als tv 
ist. Unter dieser Voraussetmng (14) stéllt alsdann die obiye Formel (12) 
in dem durch die Unghichheiten 



Cs) 



— (ir—»)<d< + (;r— ö) 



charaktermrten Bereiche von x = \x e^ den Logarithmus von Ti{x) dar. 
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Setzen wir weiterhin, wie es bei den in der Zahlentheorie auftreten- 
den DiRiCHLET^schen Reihen meistens der Fall ist, die Grössen a„ als reelle 
positive Zahlen voratus, so ist ö = o, d. h. der Gonvergenzbereich des Inte- 
grals (12) wird alsdann durch die ganze x-Ebene, mit Ausschluss der nega- 
tiven Hälfle der reellen Axe, geometrisch dargesléllt, 

Die Formel (12) vermittelt nun ofEenbar einen bemerkenswerthen Zu- 
sammenhang zwischen den DiRiciiLET'schen Reihen (13) und den unend- 
lichen Produkten von ondlichem Geschlecht (11). Ihr hauptsächlichstes 
Interesse erhält sie — ähnlich wie die erstere Formel (8) — wegen der 
unzähligen asymptotischen Formeln, welche daraus erhalten werden können. 
Gehört nämlich 8{z) der allgemeinen, in § 2 charakterisu^n Gattung 
solcher DmiCHLET^schen Reihen an, welche ausserhalb ihrer Convergenz- 
beréiche analytisch fortgesetzt werden können und die iibrigen in § 2 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzen, so känn der Integrationsweg von (12) 
unter Beriicksichtigung des CAUCiiY^schen Satzes in negativer Richtung be- 
liebig weit verschoben werden. Die Summe der zu den passirten Polen 
des Integranden gehörigen Residuen stellt dann den Logarithmus von n(a;) 
f iir grosse Werthe von x asymptotisch dar, während das Integral mit dem 
neuen Integrationswege das Restglied repräsentirt. Das Verhalten dieses 
Gliedes bei wachsendem |a;| giebt die im Bereiche — {tt — s)^^< + (^ — s) 
giiltige fundamentale Ungleichheit 

(16) \J{x]b)\<C{b,s)\x\' b<a 

an, wo J{x ; b) das betreflfende Integral bedeutet, während s eine zwar be- 
liebig kleine aber constante positive Grösse bezeichnet. Das Verhalten des 
Produktes II (o:) im Unendlichen hängt also ab von dem Verhalten der 
Funktion 8{z) ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe (13). 

Die soeben angegebenen Bedeutung der Formel (12) ist schon in meiner 
friiheren Arbeit (Acta Math. Bd. 25; Aeta Fenn. T. 29) umständlich 
besprochen worden. Ich gehe nunmehr zur zahlentheoretischen Bedeutung 
derselben iiber. 

Ich setze voraus, dass 8{z) eine Reihe der oben angegebenen Art 
bezeichnet. Durch Verschiebung des Integrationsweges in negativer Richt- 
ung ergiebt sich eine Gleichung der Form 

(17) logn{x) = B{x) + J{x;b), b<a, 
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wo R{x) (lie Sunime der lli\siduen bezeichuet, welclic zu den zwischen 
den Integrationswegen 9i(;2f) ^^ a und yi{z) = b gelegenen Polen des Inte- 
granden gehören. Es verdient besonders beachtet zu werden, ditös J{x;b) 
bci wachsendem ! x \ von kleinerer Ordnung ist als die sämmtlichen Glieder 
der Summe R{x). Man findct nämlich leicht, dass jedes Glied von R{x) 
einc Potenz von x enthält, deren Exponent* grösser ist als b] während 
J{x ; b) nach der f undamentalen Ungleichheit ( 1 6) von kleinerer Ordnung 
ist als I o; I*. 

Die recUen positiven Grössen a„ seien so geordnet, dass rtn<ön4-ij 
n = I, 2,..., CO. Substituirt man in (17) das eine Mal x = pé''''^^ das 
andere Mal x = pe~^''~'^\ so ergiebt sich dureh Subtraktion eine Gleichung, 
deren einzelne Theilo bei abnelnnendem s gegen bestimmte öndliche Grenz- 
werthe convergiren. Nehmen wir nämlich p zwischen a„ und a„^i an, 
so ist 

H_m log^^^^l;:^^ = 27:i[ni) + n2) + ... + fin)], 

während R{pé''~^^^) — 72 (/^e"^'""^'*) sich el)enfalls einer endlichen Grenze 
nähert, fiir welche ein mathematischer Ausdruck 2mr{p) stets ohne Miihe 
erhalten werden känn, Hieraus schliessen wir, dass sich auch der Ausdruck 

b—ico 

einer bestimmten endlichen Grenze 27ri(/{p) nähern viuss, Auf diese Weise 
ergiebt sich durch Grenziibergang 

M 

(18) i:r{v) = r{p)-\-(f{p), «»<yO<fl,+,, 

wo r{p) eine aus Potenzcn von p und log/> gebildete endliche Summe 
bedeutet, welche nach der Formel 

(.9) ' '■(^)° '"^°"^7J"^"'' 



* Diese Expouenten sind reelle Zahleu, falls die Pole vou 8(2) alle auf der reelleu 
Axe liegen, was in der That mit den oben beabsichtigten DiRiCHiiET'öchen Keilieu der 
Fall ist. 
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berechnet werden känn, während g{p) bloss als Grenzwerth definirt ist 

Ö+»oo 

(20) ^(^) = iim-!-. r ?i^(lni)is(.)^'rf^. 

^ ^ ^^^^ 5 = 27n J BIUTTZ ^ ^Z 

b—ito 

Da indess J{x ; J), wie oben gezeigt wurde, von geringerer Ordnung als 
R{x) ist, so wird man zu der ganz naturlichen Vermutung veranlasst, dass 
auch die Grenzwerthe g{p) und r{p) in derselben Beziehung zu einander 
stehen, dass dlso g[p) bet wachsendem p wahrscheinlich von geringerer Ord- 
nung als r{p) ist. — Man stösst indess schon in einzelnen Fallen anf 
grosse Schwierigkeiten, wenn man die Riehtigkeit dieser Vermutung streng 
zu beweisen versueht. 

])ie hier dargelegte heurisfische ^ Methode zur Ermittelung eines asym- 
totischen Ausdrucks fiir die summatorische Funktion einer gegebenen zahlen- 
tlieoretischen Funktion hat vor der verwandten Methode von Halphen * 
den Vorzug, dass unsere Betrachtungen von dem Umstande unabhängig 
sind, ob das Integral 

Öft"» Ö + JÄ 



1-. / S(.)frf.==lim / S(.)^V. 

t / A = 00 t/ 



2;ri 

fr — i» b—ih 



einen bestimmten Sinn hat öder nicht, während die Erörterungen von 
Halphen nur dann stichhaltig sind, wenn dieses Integral einen bestimmten 
Sinn besitzt, was indess ausserhalb des Convergenzbereiches von S(^) nur 
ausnahmsweise der Fall sein känn. Zu Gunsten unserer Methode spricht 
noch die Aussicht, dass die Formel (20) als Ausgangspunkt fiir weitere, 
die Ordnung von g{p) betreffende llntersuchungen vielleicht dienen känn. 



* Siehe Bachmann, Anal, Zdhlentheorie. S. 468, 
' Comptes Rendus. T. 96, p. 634. 



48 Hj. Mellin. 



§ 4. 

Als Beispiele zu den Erörterun^en des vorigen Paragraphen betrachten 
wir die beiden Produkte 



X X r(ii) 



(21) n,(.r) = n{('+y^ ( . 

(22) n.(^)=n{('+EK"' 1 ' 

wo T(n) dio Anzahl und 5(n) die Surame aller Theiler von n bezeichnet. 
Nach der allgemeinen Formel (12) und auf Grund der bekannten 
Formeln 



QO ,v, , . 00 



»-1 »»I 



i:^'=[fw]', £^=fwf(^-.) 



hat man, falls der Integrationsweg zwischen jp und p + i verlegt wird : 
(23) logn.(.r)=i. r -JL_[c(.)rJ'^. = J.(rr;«), i<«<2, 



a— too 



a + too 



(24) logn»^^ y 3i^/(^)C(^-07^^ = '^>;«), 2<«<3. 



a—»» 



Hieraus ergeben sich unter Beriieksichtigung des CAUCHY'schen Satzes die 
asymtotischen Entwiekelungen : 

(25) logn,(a;)-=72i(.r) + J-jte;a), — 2Ä-— i<fl<2Ä-+ i, 

(26) log n,(rr) == B^i^x) + c/,(a;;a), — co<fl<o, 
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wo 



(27) R^{x) = — -x\og^ X + (i — 2E)xlogx + (i + 2E)X 



* BA *«-('"-!) 



(28) JS,(:r)=^a;Moga; + ^C'(2)-^(i-2^)y +^*logrr 

+ [log Vi^-^ + ^ ^]=^ + ^log^ + H^*'^ \/^ -i^- 0. 

In diesen Formeln bezeichnet E die EuLER'sehe Constante. 

Während die Anzahl der Glieder in 'R^{x) von der Lage des Integra- 
tionsweges abhängt, so ist diese Anzahl in RJ^x) constant, sobald nur der 
Integrationsweg in der Halbebene 91 (^) < o gelegen ist. Dies riihrt davon 
her, dass diese Halbebene infolge C( — '^ — i )C( — ^) = o, n = i , 2 , . . . , co, 
keinen Pol des Integranden von ^/^(.rja) enthält. Der Werth dieses Rest- 
integrals ist mithin von der Lage des Integrationsweges in der genannten 
Halbebene unabliängig. Hieraus folgt weiter mit Benutzung der funda- 
mentalen Ungleichheit {16), dass der Ausdruck 

a;«[log n,(a;) — 2J,(a;)] = x-J,(x ; a), 

obwohl die Anzahl der Glieder von lR-^{x) constant ist, die sehr bemerkens- 
werthe Eigenschaft besitzt, bei wachsendem | x \ sich der Grenze Null zu 
nähern, wie gr oss auch die positive Zahl m angenommen werden mag, 

Wendet man nun die allgemeinen Formeln (18), {19), (20) auf die 
gegenwärtigen Fälle an, so folgt: 



(29) 2: T{v) ^p\ogp + {2E-i)p+\-\- g,{p\ 

n<p<n + I 

(30) i5(.)^_^^'_i^ + ±+,». 

ÄeUL mathmuUiM. 28. Imprlmé le 25 aoftt 1903. 7 
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Vergleichen wir diese mit den aus der Zahlentheorie bekannten 
Formeln 



n 



Z T{v) -= loffw + {2E— i)« + 0(v/u), 



y= 1 



v ■ I 1 ^ 



SO bestätigt die erstere hinsichtlieh der Ordnung von g^{p) die im vorigen 
Paragraphen motivirte Vermutung, wiihrend die letztere damit nicht in 
Widerspruch steht, da O (n lögn) cine (xrösse bezeiehnet, welche höchstens 
von der Ordnung n log n ist. Unsere Formel (30) deutet aber an, dass 
sie wahrscheinlich nur von der Ordnung n ist. 



§ 5. 

Wir kehren wieder zu der allgemeinen Aufgabe zuriick, einen Aus- 
druck fiir die summatorische Funktion einer gegebenen Zahlentheoretisehen 
Funktion zu ermitteln. Diese Aufgabe ist durch die Formeln (18), (19), 
(20) wenigstens theoretisch gelöst worden, obwohl die sehr wesentliche 
Frage nacli der Ordnung von ff{p) kiinftiger Untersuehungen bediirftig ist. 
Eben deshalb diirfte der Umstand ein gewisses Interesse beanspruchen 
können, dass diese Fonneln keineswegs alleinstehend sind, sondern dass es 
vielmehr unendlich viele Integrale der in § i charakterisiiien Art giebt, 
von denen g{p) als Grenzwerth dargestellt werden känn. 

Zur Erzeugung solcher Integrale eignen sich besonders die hyper- 
geometrischen Integrale : 



a + too 



a— t» 



-. f r{z — />,)... r{z — p^) I {a, — er) . . . r{a„ — g)x-'dz 



27n 
Bei dieser Gelegenheit werden wir nur das einfachste unter ihnen 

27n 



(31) '^(^;«) = iii / 'V)^"''-^ 



a - tco 
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• 

verwenden. Mit Hiilfe desselben können wir unendlich viele discontinuir' 
liche Fakloren erzeugen, je nachdem wir den Integrationsweg in verschiedene 
Theile der jgf-Ebene verlegen. 

Ist erstens a > o, so ist J{x ; a) = e"' und mithin 

(32) '£f{n)e~^'^f =^ f r{z)H{n,z)x'"'dz, a>o,ma>l, 

« « 1 a— f 00 

wo m eine so grosse reelle positive Zahl bezeichnet, dass ma grösser ist 
als der Convergenzexponent I von 



Ob 



(33) 8W = £ 



f(n) 



n-l »It 



Durch eine einfache Substitution erhält die rechte Seite von (32) die Form 

a+ioo 

(34) tn-y^'^^'-h f ^t+i)s(^)^T' «>^' 



a— »flo 



WO a grösser als der Convergenzexponent I von S(^) sein muss. 

Lassen wir jetzt m ohne Ende wachsen, so ergiebt sich mit Beriick- 
sichtigung des discontinuirlichen Faktors 



(35) lim 6"'" = 



m= 00 



e~\ X = ly 

[ o , a; > I, 
die Formel ^ 

a + too 



(36) l/M-ltajb / ^'('+i)«<""'T' 

^ a^<x<a 



a-i<j^ w„ -^ ^ ^ w^^l 



Wird durch die Eeihe S(^) eine Funktion definirt, welche ausserhalb 
des Convergenzbereiches dieser Keihe existirt und die iibrigen in § 2 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt, so känn der Integrationsweg vor dem Grenz- 
iihergange unter Beriicksichtigung des CAUCHY^schen Satzes in negativer 



* Der genauere Beweis, dass die linke Seite von (36) der Grenzwerth der Unken 
Seite von (32) ist, wird dem Leser iiberlassen. 
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Richtung verschoben werden. Durch Wiederholung der in § 3 ange- 
stellten Erörterungen geLingt man aiich jetzt zu der Formel 

ft 
(37) 71f{v)--^r{x)-\-ff{x), fl.<:»<«n+i, 

wo r[x) eine aus Potenzen von x und log;C gebildete endliche Summe 
bezeichnet, während (f{x) bloss als Grcnzwerth definirt ist: 

(38) ^(^)=ii.-i!ri / 'i' + ^h'"»^' v ' '<^- 

Die Vermutung, dass ff{x) wahrscheinlich von geringerer Ordnung als r{x) 
ist, känn ähnlich wie in § 3 motivirt werden. 

Da aus den bei der Herleitung von (37) anzustellenden Kröi^terungen 
die Existenz des Grenzwerthes (38) unmittolbar cinleuchtet, so sind die- 
selben von dem Umstande unabhängig, ob das Integral 

6+»ao 6 + tA 

fr — iao fr— iA 

einen Sinn hat öder nicht. 

Es verdient beachtet zu werden, dass die Bereclinung des Ausdruckes 
r{x) sicli hier einfacher gestaltet als in § 3, weil der Integrand in (34) 
bei hinreichend grossem m keine anderen Pole zwischen den Integrations- 

wegen 3t{:s) = a und ^{z) = b besitzt als diejenigen des Ausdruckes — S(^): 

Es lässt sich ohno Miihe zeigen, dass r{x) einfach ffleich der Summe der 
Remduen ist, welche zu deti zwischen den genannten Geraden geleyenen Polen 
dieses Atisdruckes geliören. — Hiermit vergleichc man die verwandte Me- 
thode von HALriiEN. 



§ 6. 

Nehmen wir zweitens an, dass a in dem Integrale (31) einen zwischen 
den negativen ganzen Zahlen — k und — (A* + O gelegenen Werth besitzt, 
so ist 
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a 4 t» 



i-xf 






(- xf 



iiti 



a --»« 



»=0 



— {k+ i) <a< 



Setzt man also 



\k 



(39) E,{x) - J^ 



(-«)* 



I 

y-0 



(-*)' 



^(-,) 



*-l 






27n 



a— »ao 



(Ä + i) < a< — &, 



so ist 



lim Et{x) -^ o, lim E^[x) = i, 



X=QO 



U_m E-.Ca;) = (- I)- \lL-^ - 52 ^- yj^n = G. 
Da — Ä; — a > o, so erhalten wir mit Benutzung von (39): 



(40) £/^(n)£j(^) =(_i)»-'^. / r(.)S(-m&-«..) 

n = l L ^ "' J a— too 



X 



—mk—mz 



dZj 



— {k+ i) <a< 



wö S(^) durch (33) definirt ist und m so gross sein muss, dass ( — k — a) 
grösser ist als der Convergenzexponent von H{z). 

Lassen wir jetzt m ohne Ende wachsen, so ergiebt sich mit Beriick- 
sichtigung des discontinuirlichen Faktors 



(41) 



lim E^ix'') 



m = oo 



O , X < I, 

c , x= 1, 
I I , ic> I, 



die Formel 



a4-tao 



(42) Z/'(v) = lim(-i)»-'i^. / r{z)S{- mk - mz) 



X 



—mk^mi 



dz 



m=* Qo 



a—%00 



a„<x < a,^.i, — {k + 1) < a < — k. 
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Die rechte Seite von (40) besitzt offenbar die Eigenschaft, dass sie 
sich der (ironze Null nähert, falls der Integrationsweg oline Ende in ne- 
gativer Eichtung verschoben wird. Mit Hiilfc des CAUCiiY^schen Satzes 
ergiebt sich also f iir (40) oino neue Eeihenontwicklung. Setzt man die- 
selbo in (42) ein, so hat man die Formel 



n cc 



(- 1)'-' 



(43) 5:/tv) = Hm|Ä5^5^^sMa;-, 

Der einfachste Fall tritt ein, wenn ä: ^^ o angenommen wird. Die 
obigen Formeln (40), (42), (43) nehmen alsdann die folgenden Formen an: 



(44) 






tt4»« 



(45) Tf{u)^-\im~ f r{z)H{-mz)x-'"ch, 



m-* a— »00 



— i<a<o, a^ < X < a^^i. 



(-0 



v-\ 



(46) T/iu) - lim V^ i_s(«»v)a;-, a,<x<a,^,. 

' m = «) y,i Z 

Die letzte Formel ist als Herm Helge von Koch ziigehörig anzu- 
sehen. In seiner Arbeit Sur la distribulion des nombres premiers (Acta 
Math. Bd. 24) wendet er nämlich mit bemerkonswerthem Erfolg einige 
Specialfiille von (46) an. Dass die Methode, wodurch er dieselben erhält, 
auch zu der allgemeinen Formel (46) fuhrt, känn Herrn von Kocii na- 
tiirlich nicht entgangen sein, obgleich er die AUgemeinheit seiner Methode 
nicht Ausdriicklich hervorhebt. Die Ubereinstimmiing der beiden in (44) 
und (46) vorkommendcn Reihenentwicklungen känn in der That auch ohne 
Zuhiilfenahme des obigen Integrals erwiesen wcrden, woraul" sich die Formel 
(46) ergiebt, indem man m = co setzt; und dies ist eben die Methode 
des Herren von Koch. 

Der oben hervorgebrachte Zusammenhang dieser und aller vorangehen- 
den Entwicklungen mit den betreffenden Integralen scheint vor allem des- 
halb nicht unwichtig zu sein, weil sich hierdurch die Aussicht eröffnet, 
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die Erforschung der Zahlentheoretischen öesetze den Methoden der Cauchy'- 
schen Integraltheorié zugänglich zu machen. 

Mit Hulfe der Formel (45) ist man im Stande, einen interessanten 
Zusammenhang zu entdecken zwischen den Formeln des Herm von Koch 
und denjenigen, welche Herr von Mangoldt (Crelles Journ. Bd. 114) 
im Anschluss an Riemann zum ersten Male streng bewiesen hat. Nimmt 

man nämlich H{z) gleich — -^^ an, so ist das Schlussergebniss folgendes. 

Man gelangt zu den erstgenannten öder letztgenannten Formeln, je nachdem 
der Integrationsweg des Integrals (44) in negativer öder in positiver Richt- 
ung verschoben wird und sodann m — cx) gesetzt resp. liinreicliend gross 
angenommen wird. 



§ 7. 



Setzt man 



00 



A«) 



^ ^ "^-^ (w + n)* 

F(«) ~ r{<) + m + ■ ■ ■ + n«), 

n~l ^ 

SO ist T{SyW+ i) — T(5,w;)= — S{s,w). Zwischen den beiden Reihen 
bestehen auch andere interessante Beziehungen. 

In diesem Paragraphen werde ich eine Methode entwickeln, nach 
welcher man einen asymtotischen Ausdruck fur die Summe 



m— 1 



in allén Fallen erhalten känn, wo die durch die Reihe S definirte Funk- 
tion ausserhalb des CWvergenzbereiches der Reihe existirt und die iibrigen 
in § 2 angegebenen Eigensehaften besitzt. Gleichzeitig mit dem asym- 
totischen Ausdrucke ergiebt sich auch fiir die Reihe 

00 
(47) 2:S(s,t(> + v) = T(s,M;) 

V9.0 

eine neue Entwicklung, welche ihre analytische Fortsetzung darstellt. 
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Mit Benutzuiig der leicht zu bestätigenden Formel 



a + too 



(48) ^^ ^^ = -. j -V--V- ''^ 3t(5) > fl > o. 



a -IX 



ergiebt sich zunächst die Formel 



r{s)^{s,ui)^-}-. j ^^--A riz)s{z)d^ 



rt — t» 



a > O, a > /, 9t(5) > rt, 



wo H{z) ^ S(-?,o), lind mit ihrer Hiilfe 



m— 1 00 00 



TS{s,w + u)^ ZS(s,u; + v)— ZS(s,u; + w + v) 



v«=l v = v— O 






y = 

a— i» 

Ä + fao 



'^('"•"'^-j-k- / ^T(;;)^C(.''-^,t<; + «Or(^)SW^?^ 



a - 1» 



a> O, a>l, 31(5) > a + I, 
wo / den Convergenzexponenten von H{z) bezeichnet und 

En der obigen Formel muss s zunächst auf die diirch die Ungleichheiten 
definirte Halbebene beschränkt werden. Gehört aber S(^) wieder der in 
§ 2 charakterisirten, umfassenden Klasse solcher I)iRicnLET'sehen lieihen 
an, welche ausserhalb ihrer Convergenzbereiche analytisch fortgesetzt werden 
können nnd die iibrigen in § 2 angegebenen Eigenschaft^n besitzen, so 
känn der Integrationsweg 5)l(;8?) = a unt^r Beriicksichtigung des Cauchy'- 



Die Dirichlet^schen Heihen etc. 



57 



schen Satzes beliebig weit in negativer Eichtung verschoben werden, wo- 
durch sich ergiebt: 



m— 1 

r 

v«0 



^49) S 8(5 , te; + p) = Tj(5 , w) — R{s yW + in;ä) — I{s , u; + w ; n), 

9i(5)>a+ I, 



wo R die Summe der zu den passirten Polen des Integranden gehörigen 
Kesiduen bezeichnet, während I das Integral mit dem neuen Integrations- 
wege bedentet. Gleichzeitig mit dieser Verschiebung hat sich aber auch in 
dersélben Eichtung die Halbebene ^{s) > a -\- i erweitert^ in wdcher das 
Integral I eine eindeutige und reguldr sich verhaltende Funktion von s darstéllt. 
Da 91 (5 — ^) > I , so ist lim ^{s — ;? , u; + m) = o. Hierans folgt leicht 

m = oo 

lim 7(s , w; + m ; a) = o. Die Formel (49) stellt also die Summe zur 

»1=00 

Länken fur grosse Werthe von m asynitotisch dar, wobei s einen beliebigen 
Werth in der Halbebene 3i(.s) > a + i besitzen darf. 

Die Formel (49) känn aber auch von einem anderen Gesichtspunkte 
aus aufgefasst werden. Dadurch wird nämlich T{SyW) zugleich folgender- 
weise als Grenzwerth dargestellt: 



r m-l 



(50) 



Tj (SjW) = lim 



m«oo 



2 8(5 , w; + p) + -R(^ , w; + ^'* ; öf) 



i^-i 



und zwar gilt diese Darstellung fur die Halbebene 91(5) > a + i. Die 
Anzahl der in R vorkommenden Glieder ist bei vvachsendem m constant 
aber von a abhängig. Mit Benutzung von (50) lässt sich T{s,w) weiter 
in der Form einer Reihe darstellen: 

(51) T{s,w) 

= R{s , o ; a) + Z {8(5 , w + m) + R{s , u; + m + i ; a) — R{s jW + m; a)}, 



m-o 



und zwar convergirt die rechte Seite gleichmässig in jedem endlichen 
Théile der Halbebene 91 («)>«+ i, welcher keine Pole der Glieder dieser 
Beihe enthält. Indem man \a\ hinreichend gross annimmt känn man be- 
wirken, dass die rechte Seite die analytische Fortsetzung der linken Seite 
in einem beliebigen Theile der 5-Ebene darstéllt. Vergleicht man (51) mit 



Äela inalhemaiiea. 28. Imprimé le 25 aoAt 1903. 
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der Darstellung (47) welche einen bescliränkteren Gultigkeitsbereich besitzt, 
so ist die Analogie mit dem neueren MiTTAG-LEFFLER^schen Satze auffallend. 
Ohne noch zu den im folgenden Paragraphen zu besprechenden viel- 
fachen Integralen die Zufluclit zu nehmen, känn man die Untersuchung 
der durch die Reihe 

n{s,u + v)= y. ^-^f^^^ . 

definirten Funktion auf eine Discussion des nachstehenden Integrals zu- 
riickfiihren 



r{s)Ii{s , u , v) = ^. J i:^ipH{as-az,u)T{pz,v 



)dz 



C— t» 



00,0^, 9l(s)>c + -, 



wo 8 and T durch die Reihen 

definirt sind, deren Convergenzexponenten mit I und V bezeichnet sind. 
Diese Integralformel ist ebenfalls eine unmittelbare Folge von (48) und 
giebt zu Untersuchungen Veranlassung, welche den vorangehenden ähnlich, 
zugleich aber allgemeiner als dieselben sind. 



§ 8- 

Aus den nachfolgenden Auseinandersetzungen wird sich ergeben, 
welcher umfassenden Verallgemeinerung die im vorangehenden Paragraphen 
angewandte Methode noch fähig ist. Die erweiterte Methode hat zum Ziele, 
nicht nur die Existenz der analytischen Fortsetzung einer durch eine Di- 
RiCHLET^sche Reihe definirten Funktion unter gewissen allgemeinen Voraus- 
setzungen nachzuweisen, sondern auch das Verhalten dieser Fortsetzung im 
Unendlichen sowohl als im Endlichen genau festzustellen. 

Bei dieser Gelegenheit muss ich mich auf einige Andeutungen all- 
gemeiner Art beschränken und den Leser fiir das nähere hieriiber auf meine 
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Arbeit Eine Formel fär den LogarVhmus t r anseenden ter Funktionen von end- 
licher Geschlecht (Acta renn. T. 29) verweisen, wo die fragliche Methode 
ausfuhrlich entwickelt worden ist. 

Es handelt sich zunächst um die Herleitung einer fandamentalen 
Transformationsformel, mittels deren die betreffenden PiKiciiLET'8cheii Rei- 
hen auf einfachere Formen zuriickgefiihrt werden. 

Zu dem Ende ersetze man in der Formel (48) y durch y + t; und 
wende unter dem Integral zeichen dieselbe Formel (48) an. Durch wieder- 
holte Anwendung dieses Verfahrens ergiebt sich die folgende Verallge- 
meinening von (48): 

(52) 



(tl^o + ^1 + • • • + ^p) 

= (!.)' T... T ro-,— - ^)/K) /y^ 

a,>o, y =r I , 2 , ...,!?, 9fl(5)>a, + ^*, + . . . + fl^p> o, 

Durch eine nähere Erwägung iiberzeugt man sich, dass diese Formel we- 
nigstens dann giiltig ist, wenn die reellen Theile der Grössen w positiv sind. 
Bezeichnet nun 72(«;, , t;^ , . . . , i;„) eine beliebige ganze rationale Funk- 
tion von Vj , . . . , t;„ öder, noch allgemeiner, ein Polynom der Form 



(53) BK , «^, , • . . , t;«) = 2: <7^V V ...<", 



WO die Exponenten k reelle nicht negative Zahlen bezeichnen, so erhält 
man mit Hiilfe von (52) die Formel: 

^54i [B(i;,,i.,,...,i;,)]' 



a| 4* t» op + ioo 



2m/ 



c c iU) Afj nz,) dz,... dz, 

J " J c'i c? ■■* c; v'i'...v'; ' 



ai— too tif—tfo 
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wo 

Iq = S Zi •" ^3 . . . Zp , 

h= k<^\s _ ^r, _ . . . _ ^^) + A:V)^, + . . . + kfi\, 

(55) ^ 

, 'ii = ^0 (^ ^1 • • • ^j)) "T ^1 ^1 "T • • • 4" "^p -2?/) • 

Diese Tormel hat wenigstens dann einen bestimmten Sinn, wenn die redlen 
Theile der Coefficienten C sowle die Grössen v positiv sind. 

Nunmehr stelle man sich die Grössen v als positive unstetige Ver- 
änderliche vor, von denen jede unabhängig von den iibrigen eine solche 
Folge unbeschränkt wachsender Werthe durchläuft, dass die beziiglichen 
Keihen 

(56) w=i:^, ..., M^)=i:^4^\ 

w ^» (TT "« 

unter ^y(Vy) eine nur von v^ abhängige Grösse verstanden, fiir hinreichend 
grosse Werthe von 91(5) unbedingt convergiren. Da die reoUen Theile 
der Coefficienten C als positiv vorausgesetzt sind, so ergiebt sich ohne 
Miihe — und zwar am schnellsten mit Hulfe von (54) — dass auch 
die Eeihe 

(57) S(,)= £ f^^.^, 

wo v^ genan dieselben Werthe durchläuft wie in S^(5), in einer gewissen 
Halbebene unbedingt convergirt. Mit Benutzung dieser Bezeichnungen 
ergiebt sich nun schliesslich aus (54) die Transformationsformel 

(58) ivms) 

Oi — ioo ap — t* 

WO die positiven Grössen a und der reelle Theil von s solche Werthe be- 
sitzen miissen, dass die 1^ in den Convergenzbereichen der beziiglichen 
Reihen S^ bleiben. Es wird zugleich wie friiher angenommen, dass die 
reellen Theile der Coefficienten C positiv sind. 
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Bezeichnet man die Werthe, welche v^ in den obigen Formeln durch- 
läuft mit a^x\ A = o , i , . . . , oo, sowie die entsprechenden Werthe von 
f?^(t;J mit /'v(A), 80 können die Eeihen (56) und (57) auch folgenderweise 
geschrieben werden 

(59) Si(^) = lfwl > • • - s«(^) = lrw.> 



A|| «..,/■ 



[fi(ai?,ai^',...,a^>)]' 



In meiner oben citirten Arbeit ist nun die durch die Reihe 8(5) de- 
finirte Funktion unter den folgenden Voraussetzungen in Bezug auf die 
durch die Reihen H^{s) definirten Funktionen ausfiihrlich erörtert worden. 
Von diesen Funktionen S^ wurde nämlich angenommen, dass sie in der 
gamen s-Ebene existirende eindeutige Funktionen sind, welche sich an jeder 
endlichen Stelle wie rationale Funktionen verhaUen und uberdies die beiden 
folgenden Eigenschaften besitzen: i) in jedem zur imaginär en Axe par allelen 
Streifen von endlicher Breite giebt es höchstens nur eine endliche Anzahl 
Pole der S^, 2) im jedem solchen Streifen conver giren die 8^, nach Multiplika- 
tion mit e"*'*', bei wacJisendem \s\ gegen die Null, wie klein auch die positive 
Zahl s angenommen werden mag. Unter diesen Voraussetzungen wurde ge- 
zeigt, dass das Produkt r{s)H{s) eben falls eine in der ganzen s-Ebene existi- 
rende eindeutige Funktion ist^ welche zugleich die beiden anderen Eigenschaften 
der 8^ besitzt. Liegen die Pole der 8^ alle auf der reellen Axe, so gilt das- 
selben auch von den Polen von 8. Sind die Coefficienten C insbesondere 
reelle positive Zahlen, so besitzt nicht nur das Produkt r{s)H{s) sondern 
auch die Funktion 8(5) alle oben genannten Eigenschaften. 

Sieht man von gewissen mit dem Problem der Primzahlen unmittelbar 
öder mittelbar zusammenhängenden Reihen ab, so durften die meisten iibrigen 
DiRiCHLET^schen Reihen, welcho fiir die Zahlentheorie von Interesso sind 
öder voraussichtlich sein worden, in der soeben charakterisirten allgemeinen 
Klasse enthalton sein. Es unterliegt wohl keinem Zwcifel, dass das Ver- 
halten der durch die betreffenden Reihen definirten Funktionen im Un- 
endlichen noch genauer dahin präcisirt werden känn, dass sie, schon nach 
Multiplikation mit einer passenden Potenz von 5, bei wachsendem |o'| sich 
der Grenze Null nähern, falls s zugleich auf einen beliebigen Streifen der 



62 Hj. Mellin. 

oben angegebenen Art beschränkt ist. Eine nähere Begriindung der letzteren 
Behauptung hängt mit dem Umstande zusammen, dass die Funktion C{SjW), 
welche bekanntlich in der analytischen Zahlentheorie eine fundamentale 
RoUe spielt, die letztgenannte Eigenschaft besitzt, falls w reell und positiv 
ist. llierbei beachte man auch die nachfolgenden Specialisirungen der obigen 
Träns formationsformel. 

Setzt man beispielsweise a^^ = m;^ + A und /'^(A) = i fiir A = o, i , . . . , oo, 
so wird 



CO 






00 



Da die Funktion C(s , w) alle von den S^ angenommen Eigenschaften besitzt, 
so ist der folgende Satz nur ein einfaches CoroUarium aus dem Obigen: 

Bezeichnel R{w^ ^ . . . , w^ eine beliehige ganze rationale Funktion öder 
allgemeiner ein Folynom der Form (53), dessen Coefftcienten die Bedingung 
erfidlen^ dass ihre reellen Theile positiv sind^ in tvelcliem Folie die Beihe 
8(5) einen durch eine gewisse Halbebene darstellbaren Convergenzbereich besitzt^ 
so wird durch diese Beihe eine in der ganzen s-Ebene existirende eindeutige 
Funktion definirt, welche sich an jeder endliclien Stelle wie eine rationale 
Funktion verhält. Die Fole dieser Funktion liegen alle auf der reellen Axe. 
Beschränkt man die Veränderliche s auf einen beliebigen^ zur imaginären Axe 
parallelen Streifen von endlicher Breite, so nähert sich e~^^'^r{s)H{s) bei 
wachsendem \s\ der grenze Null^ wie klein auch die positive Grösse s ange- 
nommen werden mag. Sind die Coefftcienten C reelle positive Zahlen, so 
besUzt nicht nur c"*'*'/ '(5)8(5) sondern auch e~''''8(5) die letztgenannte 
Eigenschaft, 

Identificiren wir die Keihen (59) mit den bei der Bestimmung der 
Klassenanzahlen binärer quadratischer Formen auftretenden Reihen 

D\ I 



(*■) nQh 



so besitzen die durch die entspreehenden Eeihen (60) definirten Funktionen 
ebenfalls alle soeben genannten Eigenschaften. Aus der Abhandlung des 
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Herrn Hukwitz: Einige Eigenschaften der Dirichlet' schen Funktionen etc. 
(Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Jahrgang 27, S. 86) geht 
nämlich hervor, dass die Reihen (61) im wesentlichen linear durch Reihen 
der Form C{s , tv) darstellbar sind und somit die fiir die öultigkeit des 
obigen Satzes erforderlichen Eigenschaften besitzen. Die Reihen (61) machen 
einen Theil von denjenigen aus, welche Diuiciilet in der Arbeit iiber die 
arithmetische Progression gebraucht hat und Herr Lipschttz in seiner Arbeit 
Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung von unendliclien Reihen (Crelles 
Journal, Bd. 105) einer eingehenden Erörterung unterworfen hat. Identi- 
fieirt man die 8^ mit diesen allgemeineren Reihen, so erfährt auch die 
Klasse der Reihen (60), welche die Transformationsformel (58) auf die S^ 
zuriickfuhrt, eine entsprechende Erweiterung. ^ 



* Der in § I charakterisirten, bisher weuig beachteten Klasse (I) von bestimmten 
Integralen habe ich schon friiher grössere öder kleinere Theile der folgenden Arbeiten 
gewidmet: Om definita integralery hvilka hafva till gränser hypergeometriska funktioner af 
särskilda ordningar, 1893. Acta Societatis Scientiarnm Fennicae, T. 20. — Ober 
die fundamentale WichHgkeit des Satzes von Cauchy fiir die Theorien der Gamma' und der 
hypergeotnetrischen Functionen, Acta Fenn. T. 21. — Zur Theorie zweier allgemeinen 
Klassen hestimmter Integrale. Acta Fenn. T. 22. — tjher eine Verallgemeinerung der 
Riemann^srhen Fundion CC*)* Acta Fenn. T. 24. — Eine Formel fiir den Logarithmus 
transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht. Acta Fenn. T. 29 und Acta Math. 
Bd. 25. — Cber den Zusammenhang zuischen den linearen Differential- und Differenzen- 
gleichungen, ActaMath. Bd. 25. 

In diesen Arbeiten habe ich es nicht unterlassen, auf die neue und einfache, zu- 
gleich aber recht allgemeiue Methode zur Herleitung von asymptotischen Formeln auf- 
merksam zu machen, welche aus der Anwendung des Residuenkalkiils auf die betreffenden 
Integrale hervorgeht. (Cf. § 2 und § 3 der vorliegenden Arbeit.) Herr E. W. Bar- 
NES hat nun neuerdings, uachdem er im Jahre 1 899 auf ein brieHiches Ersnchen nebst 
anderen meiner Arbeiten auch diejenigen Uber eine Verallgemeinerung der Bieniann^ schen 
Fundion ^(s) erhalten hatte, in seinen Arbeiten The Theory of the Gamma Fundion 
(Messenger of Math. Bd. 29) und The Theory of the Douhle Gamma Fundion (Phil. 
Träns. Bd. 196) dieselbe Methode zur Herleitung der Stirling 'schen und einer ana- 
logen Formel angewandt, ohne dabei die Beziehung dieser Herleitungen zu meiner Arbeit 
deutlich anzugeben. Dies veranlässt mich hervorzuheben, dass die STiRLiNO'sche Formel 
in meiner genannten Arbeit zum ersten Male nach der betreffendcn neuen Methode her- 
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geleitet worden iät, und dass ich daselbst (§ I2) ausdriicklich angegeben habe, dass 
dieselbe Methode aucb in anderen Fallen anwendbar ist, um fUr unendlicbe Produkte 
von endlicbein Geschlecbt der Stirling 'scben analoge Formeln zu erbalten. Dia all- 
gemeine Formel (l2) in § 3 der vorliegenden Arbeit., von welcher alle diese Formeln 
erhalten werden können, kommt bisher nur in meinen Arbeiten vor. 
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DAS ABEUSCHE THEOREM UND DAS LIE'SCHE THEOREM 

OBER TRANSLATIONSFLÄCHEN 



VON 

GEORG SCHEFFERS 

in DARMSTADT. 



Bei der hundertsten Wiederkehr von Abel's Geburtstag gedenkt man 
unwillkurlich aucli seinos Landsmannes Sophus Lie. Wenn auch im Ganzen 
die Forschungen beider auf verschiedenen öebieten stattfanden, so treffen 
sie sich doch an einigen Punkten. Eine besondere Genugthuung empfand 
Lie, als es ihm nach miihevoUen Ansätzen gelang, ein rein geometrisches 
Problem, das der Translationsflächen mit mehrfcicJier Erzeugungy in einen 
höehst merkwiirdigen Zusammenhang mit dem AbeV schen Theorem zu bringen.^ 

* Die Abhandluugen von Sophus Lie, die hier in Betracht kommen, sind folgende: 
i) Kurzes Resumé melirerer neiier Theoiien. Chris t. Forh. 1 872, S. 27, Zeile 1 — 4. 

2) Synihetischanalytische Untersuchungen iiber Minimalflächen, I. Vher reelle alge- 

braische Minimalflächen. Archiv for Math. Bd. 2, 1877, S. 157 — ^9^* 

3) Beiträge zur Theorie der Minimalfläclien, I. und II. Math. Annalen Bd. 

14 und 15, 1879, S. 331—416 bez. 465— 506. 

4) Beslimmung aller in cine algebraische Developpahele eingeschriehenen algebraischen 

Tnlegralflächen der Dlffereutialgleichung s = O. Archiv for Math. Bd. 4, 
1879, S. 334-344. 

5) Weiiere Uniersuchttngen iiber Minimalflächen. Archiv for Math. Bd. 4, 1880, 

S. 477—506. 

6) Destimmung aller Fläcken^ die in mehrfacher Weise durrk Translaiio^isheivegung 

einei' Curve erxeugt iverden. Archiv for Math. Bd. 7, 1882, S. 1 55 — '7^« 

7) Sur une interpretation nouvelle du ihéoirme d'Abel. Coraptes Rendus T. II 4, 

1892, S. 277 — 280. 

8) Sur une applicaiioii de la théorie des groupes conlinus å la théorie des fonclions. 

Comptes Rendus T. I14, 1892, S. 334-337- 

Ada maih9matiea, 28. Imprimft le 25 aoQt 1903. 9 
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Die Art, wie Lie das Problem löste, ist fiir seine Forschungsweise 
charakteristisch : Zuerst, von 1869 an, fand er durch Benutzung von Ab- 
bildungen eines Kaumes auf einen andem Beispiele von solchen Flächen, 
die mindestens vier Scharen von je einfach unendlich vielen congruenten 
und gleichgestellten Curven enthalten. Diese Flächen waren im allgemeinen 
transcendent. Er bemerkte aber, dass zu jeder von ihnen eine gewisse 
ebene algébraische Curve in enger Beziehung stånd. Es zeigte sich näm- 
lich, dass die Tangenten jener vier Curvenscharen die unendlich feme 
Ebene in den Punkten einer Curve vier ter Ordnung schnitten. Aber den 
inneren Grund fiir diese nachträglich festgestellte Erscheinung konnte er 
länge nicht erkennen, weshalb er von 1881 bis 1889 wiederholt gesprächs- 
weise die Aufmerksamkeit anderer Mathematikcr darauf hinlenkte. Dabei 
gab er auch der Vermutung Ausdruck, dass diese Erscheinung mit dem 
AsEL^schen Theorem in Zusammenhang stehen diirfte. Durch sehr umständ- 
liche Rechnungen gelang es ihm 1882, alle Translationsiiächen mit mehr- 
facher Erzeugung zu bestimmen. ^ 

Im Winter 1891 bis 92 fand er dann, dass das ABEL'sche Theorem, 
angewandt auf den Schnitt einer Curve vierter Ordnung mit einer ver- 
änderlichen Geraden, bei zweckmässiger Deutung eine ausgedehnte Familie 
von Translationsflächen mit mehrfacher Erzeugung lieferte. Ja, es zeigte 
sich, dass sich diese Flächenfamilie in ihrem Umfang mit der von ihm 
gefundenen deckte. Und so wurde er zu dem letzten Schritt gefiihrt, 
direct zu beweisen, dass das ABEL'sche Theorem alle Flächen von der ge- 
suchten Art liefert. Dabei kam es darauf an, die Integrabilitätsbeding- 
ungen eines Systems von zwei homogenen partiellen Differentialgleichungen 
zweitar Ordnung zu discutieren. Zunächst ergaben sich drei Bedingungen; 
vor ihrer directen Aufstellung schreckte er jedoch zuriick, da sie nach seiner 



9) Unietsuchungen iiber Translationsflächen. Leipziger Berichte 1892, S, 447 

—472, 559—579. 

10) Die Theorie der Translationsfläclien und dna AbeVsche Theorem, Leipziger Be- 

richte 1896, S. 141 — 198. 

11) Ueomelrie der BerUhrungstransfortnalionen. I. Bd. Dargestellt von Lie und 

ScH£FF£RS, Leipzig 1896, S. 404 — 411. 

12) Das AbeVsche Theorem und die Translaiionsmannigfalligkeilen Leipziger Be- 

richte 1897, S. 181—248. 
' Siehe die 6. in der vorigen Anmerkung genannte Arbeit. 
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Meinung »fast unausfiihrbare Rechnungen» orforderte.* Es golang ihm 
aber in äusserst scharfsinniger Weise durch seine bewährte Methode, näm- 
lich durch das Herbeiziehen begrifflicher geometrischer Uberlegungen, diese 
analytischen Schwierigkeiten zu umgehen und zu erkennen, dass sich alle 
drei Bedingungen auf eine einzige reducieren, die er, ohne die Eechnungon 
auszufiihren, dennoch voUständig genau aufstellen konnte. Von da bis 
zura Endergebnis war es nur ein leichter Schritt. 

Nachdem Lie das Problem gelöst hat, wird man versuchen diirfen, 
eine einheitliche Methode bei der Behandlung einzufiihren, d. h. den 
Wechsel zwischen rein analytischen und Irein geometrischen Schliissen 
zu vermeiden. Man wird wiinschen, den analytischen Ansatz, den Lie 
selbst gegeben hat, auch auf rein analytischem Wege bis zum Schluss- 
ergebnis durchzufiihren. Es gelingt in der That durch eine leichte Ab- 
änderung der analytischen Fassung, jene > fast unausf iihrbaren Rechnungen » 
einfach zu gestalten; ja es zeigt sich, dass die wichtige Integrabilitäts- 
bodingung in einer viel bequemeren Form hervorgeht, als es die von Lie 
selbst gefundene ist. Die LiE*sche Formel war so wenig handlich, dass er 
sich genötigt sah, bei ihrer geometrischen Deutung wieder andersartige 
Uberlegungen heranzuziehen, nämlich die letzten Schlusse auf Abzählungen 
zu stutzen. Benutzt man dagegen die Integrabilitätsbedingung in jener 
wirklich iiberraschend einfachen Gestalt, die der rechnerische Weg liefert, 
so fiihrt ihre Deutung von selbst, ohne dass man etvvas vom Endergebnis 
zu wissen braucht, zur Curve vierter Ordnung und damit zum ABEL'scheu 
Theorem.* 

Tch glaube daher, diesem Berichte iiber den Zusammenhang zwischen 
dem ABEL*schen Theorem und dem LiE*schon Translationsflächen -Theorem 
einen selbstiindigcn Wort geben zu könncn, indem ich, ausgéhend von dem 
Lieschen Ansatze, aber auf anderem, nämlich rein analytischem Wege, 
das Problem der Translationsflächen bis zu dem LiE^schen Ergebnis verfolge. 
Nachher wurde ich däran einige Bemerk ungen iiber die geometrischen 
Deutungen des Ergebnisses und iiber die Verallgemeinerungen anschliessen. 



* Siehe die I o. in der ersten AnmerkuDg genaDnte Arbeit, S. 1 90. In dieser 
Arbeit berichtet Lie selbst ausfuhrlich iiber die Geschichie seines Problems. 

* Vgl. im Folgenden § 6 und § 8. 
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§ 1. Allgemeines nher Translationsflåehen. 

Elie wir an das Prol)lem herangehen, ist der Begriff dor Translations- 
iläche zu erörtern.^ 

Wird eine starr gedachte Curvc, etwa dio durch die (Tleichungen 

• • 

mit dem Parameter u^ dargestellte, ohne Anderung ihrer Stellung im 
Raume, also mittels Schiebuiigen öder Translationen stetig in neue Lagen 
iibergefiihrt, so erzeugt sie eine Schiebungs- öder Iranslatioiisfldche, Die 
Fläche enthält daher unendlich vielc congruente und gleichgestellte Ciirven; 
durch jeden Punkt der Fläche geht eine von ihnen. 

Da alle Punkte der Curve (i) bei diesen stetigen Schiebungen be- 
stiindig congruente und gleichgestellte Bahnen durchlaufen, so cnthiilt die 
Fläche noch eine zweite Schar von congruenten und gleichgestellten Curven. 
Durch jeden Punkt der Fläche geht eine (^urve der ersten und eine Curve 
der zweiten Schar. 

Demnach gestattet die Translationsfläche noch eine zweite Erzeugung: 
Durch stetige Schiebungen känn man eine Curve der zweiten Art iiber 
die Fläche hinwegfiihren. 

Jede Translationsfläche gest att et demnach zwei Ärten der Erzeugung 
durch stetige Translationen von Curven. 

• • 

Zum Uberfluss zeigt dies ihre analytisclie Darstellung: WoUen wir 
den Punkten [x y y y z) der Curve (i) stetige Schiel)ungen crteilen, so haben 
wir zu ihren Coordinaten Functioncn einer Veränderlichen ii^ zu addieren, 
etwa die Functionen Ä^{u^ , B^{u^)\ 0^{u^)y sodass die Curve (i) die Trans- 
lationsfläche erzeugt: 

(2) X = A,{u,) + A,{u,), y = B,{u,) + B,{u,), z = C,{u,) + C\{u,). 

Auf dieser Fläche sind u^ und u^ Gaussische Parameter; sowohl die Pa- 



* Wir reproducieren hier Betrachtungen aus Lie'8 IQ. Abhaudlung, S. 162 — 164. 
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rametercurvon u^ = Const. als auch die Paramotercurven w, = Const. sind 
einander conj^ruent und gleich gestelit. 

Die Tangenten der durch die Punkte einer Curve w, = Const. gehen 
den cx)^ Curven u^ = Const. haben Kichtungscosinus proportional der Grössen: 

A\{u,), B\{u,), c;k), 

die von u^ frei sind, d. h. alle jene oo^ Tangenten sind einander parallel 
und bilden daher einen Cylinder, der die Translationsfläche (2) längs der 
betraehteten Cui^ve u^ = Const. urahiillt. Hieraus folgt: 

J)ie beiden Curvenschaaren u^ = Const. und w, = Const, auf der Trans- 
lationsfläche (2) sind zu einander im Dupin'schen Sinne conjugiert. 

Es folgt dies auch daraus, dass die zweiten Ableitungen a:^„^„^,y„j^„,y^j^^ 
der Functionen (2) gleich NuU sind. 

Da alle Curven w, = Const. einander congruent und gleichgestellt sind, 
sind die Richtungen der Tangenten einer von ihnen dieselben wie die der 
Tangenten aller andem. Legen wir z. Ji durch den Anfangspunkt die 
Parallelen zu allén Tangenten einer Curve w, = Const., so entsteht ein 
Richtungskegel, dessen Erzeugende auch den Tangenten aller anderen Curven 
u^ = Const. parallel sind. Ebenso gehört zu den Curven w, = Const. ein 
gemeinsamer liichtungskegel. 

Denken wir uns das Unendlichferne wie in der projectiven Geometrie 
als eine Ebene, so können wir auch so sägen: Jene beiden Richtungskegel 
treffen die unendlich ferne Ebene in zwei Curven y^ und y^. Alle Tan- 
genten aller Curven u^ = Const. treffen die unendlich ferne Ebene in den 
Punkten der einen Curve y^ und alle Tangenten aller Curven w, — Const. 
treffen sie in den Punkten der anderen Curve y^. 

Analytisch känn man die beiden unendlich fernen Curven so festlegen: 
Wenn wir diejenige Richtung, auf der x ^y ^ z um dx ^ dy ,dz wachsen, 
durch die beiden Bestimmungsstucke 

/ X ^ dx dy 

(3) ^ = 57' "i-t 

aasdrucken, sodass ihre Cosinus proportional 
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sind, so können wir zugleich f , ly als Coordinaten desjenigen Punktes in 
der uncndlich fernen Ehene deuten, in dem alle (Jrcraden von dieser Richt- 
ung die unendlich ferne Ebenc treffen. Pur die Richtungen der Tan- 
genten der Curven u^ = Const., bei denen Uj veränderlich ist, woUen wir 
f und 7] mit dem Index i verschen. Alsdann giebt (2), wenn wir nur Uj 
ändem: 

Uies sind zwei öloichungen, aus denen wir uns u^ eliminiert denken: 

Dies ist alsdann die zwischen den Richtungen des ersten Richtungskegels 
bestehende Bcziehung öder auch die Gleichung der unendlich fernen Curve 
j'^. Analog folgt aus: 

durch Elimination von u^ die Gleiclmng 

der unendlich fernen Curve y^. 



% 2. lyie partielie IHfferentialfflelchung der Translatio^isflächen.^ 

Es seien jetzt umgekehrt irgend zwei Curven y^ und y^ in der un- 
endlich fernen Ebene gegeben, etwa durch die ttleichungen: 

(4) 9Å^i ) 7i) = o, f?,(e, , 7]^) = o. 

Dann ist es leicht, eine partielie Differentialgleichung aufzustellen, der jede 
solche Translationsfläche geniigen muss, bei der die Tangenten der einen 
Curvenschar nach y^ und die Tangenten der anderen Curvenschar nach 
y^ gehen. 

Ist nämlich {x ^y ^ z) ein Punkt einer solchen Translationsfläche, die 
wir uns analytisch in der Form 

^ = fi^^y) 

* A. a. O., S. 165. 
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ausgedriickt denken, und bezeichnen wir wie ublich die Ableitungen von 
z so: 







P 


dx' 


y = 


dz 


} 




r 


3'a 

3*' = 


) 


s — 


d*z 
dxdy ' 




t 


3'2 

3y" 



SO ist f iir jede Fortschreitung (dx : dy : dz) auf der Fliiche vom Punkte 

(x ,y yz) aus: 

pdx + qdy — dz = o 

öder, wenn dx:dz und dy\dz wie in (3) mit f und tj bezeichnet werden: 

(5) P^ + qrj=i. 

Dass die GUeichung Unear in f und ly ist, entspricht dem Umstande, 
dass die Tangentenebene des Fiiichenpunktes {x ^y y z) die unendlich ferne 
Ebene in einer Geraden schneidet, 

Nun soll durch den Punkt {x y y j z) der Fiäche eine Curve w, = Const. 
und eine Curve w, = Const. gehen, und es ist vorgeschrieben, dass die 
Tangenten dieser beiden Curven nach den durch (4) gegebenen unendlich 
fernen Curven ;-, und j'^ laufen. Mithin werden die Bestimmungsstiicke 
f, , ly, der Tangente der einen Curve durch die beiden (lleichungen 

und die Bestimmungsstiicke ^^ , rj^ der Tangente der andern Curve durch 
die beiden öleichungen: 

(7) f^«(f, , ^J = o, PC, + ^37, = I 

gegeben. Beide Richtungen aber sollen nach dem Friiheren zu einander 
conjugiert sein. Da x und y längs der einen nach (3) um solche Grössen 
wachsen, die f, , rj^ proportional sind, und längs der anderen um solche, 
die ^, , 7j^ proportional sind, so driickt sich das Conjugiertsein nach be- 
kannter Eegel so aus: 

(8) ^iC,r + {$,rj, + f,iyj5 + rj.rj^t = o. 
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Setzen wir hierin die aus (6) und (7) folgenden Werte von fj , ly, 
und ^2 ) ^2J <li^ Functionen von p und q sind, ein, so geht eive Iwmogene 
partielle Differential glekhung zweiter Ordnung hervor, die die Form hat: 

0{p,g)r + X{p,q)s+9\p,q)t = o, 

und ihr mässen die zu den gegebenen unendlich fernen Curven öder Kicht- 
ungskegeln (4) gehörigen Translationsflächen 

geniigen. 

Es ist sofort klar, dass die partielle Differentialgleichung aueh von 
denjenigen co* Flächen erfiillt wird, die aus einer ihr geniigenden Fläehe 
durch alle 00^ Schiebungen öder durch ähnliche Vergrössung hervorgehen, 
da sich dabei p ^ q ^ r : s : t nicht ändern. Aus einer Translationsfläche 
gehen auf diese Weise offenbar immer wieder Translationsflächen hervor. 
Die Differentialgleichung hat also, sobald sie eine Translationsfläche als 
Lösung zulässt, sicher unendlich viele Lösungen, die Translationsflächen vor- 
stellen. Es ist leicht einzusehen, dass jede Lösung der Differentialgleichung 
eine Translationsfläche ist, sobald sie nicht abwickelbar ist. Doch brauchen 
wir hierauf an dieser Stelle nicht näher einzugehen. 



§ 3. JJas Problem und sein Ansatn^. 

Das LiE'sche Problem ist nun dies: 

Es soUen alle diejenigen Translationsflächen hestimmt werden, die in mehr- 
facJier Weise als Translationsflächen aufzufassen sind. Da jede Translations- 
fläche an sich schon, wie wir sahen, zwei Erzeugungen durch stetige 
Schiebungen zulässt, so ist dies natiirlich so gemeint: 

Wir f rågen nach denjenigen FUichen, die vier Scharen von je 00^ con- 
g)iienten und gleichgestellten Curven enthalten, sodass durch jeden Punkt der 
Fläehe je eine Curve c^ , c^ , c^ ^ c^ von /eder Schar gehty indem dann die 
Fläehe vier Erzeugungen zulässt, einmal durch Verschieben von c^ längs 
c^ (wobei ein bestimmter Punkt von c, längs c^ hinläuft), dann durch 
A^erschieben von c^ längs c,, drittens durch Verschieben von c^ längs c^ 
und viertens durch Verschieben von c^ längs C3. 
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Zu dem Curvenpaar c, , c, gehören als örter der Schnittpunkte ihrer 
Tangenten mit der unendlich femen Ebene zwei Curven 7*1 , /*,. Ebenso 
gehören zu dem Curvenpaar c^^c^ zwei Curven y^^y^' Dabei seien ^3,^3 
die auf die Tangenten von c^ und ^^ , rj^ die auf die Tangenten von c^ 
beziigliehen Bestimmungsstucke (3) der Eichtungen. 

Zu Y^ und Y^ könnten wir, wenn wir ihre Gleichungen analog (4) ge- 
geben hatten, ebenfalls die partielle Differentialgleichung analog (8) auf- 
stellen. Die gesuchten Ti^anslationsflächen miissten beiden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen geniigen. Demnach stellen wir uns zunächst das ana- 
lytische Problem: 

Man soll vier Gleichungen: 

(9) <PÅ^i y Vi) = O, j^,(f, , rj^) = o, ^^3(^3 , 7],) = o, j^,(f, , lyj = o 
so bestwnneriy dass die beiden partieUen Differentialglekhungen fur z: 

in denen ^1,^1,^2,73, fj .. ^3 , f 4 , Va ^^^^ durch (9) und durch 

(ii) P^i+QVi^^y P^2+9V2 = h 2^C3+?73 = i, l^C4+?37, = 1 

bestimmten Functionen der ersten Abieilungen p , q bedeuten, tvenigstens eine 
genieinsame Integralflåche 

haben. ^ 

Wir werden nun die beiden Differentialgleichungen (10) ein wenig 
umformen, indem wir 



* So hat Lie selbst das Problem formuliert, siehe a. a. O., S. 1 67. Von hier 
ab verlassen wir den von Lie eingeschlagenen Weg, iudem wir zunächst den Ansatz ein 
wenig abändern und darauf im nächsten Paragraphen an die analytische Lösung gehen. 

Ada mathematica. 28. Impriné le 25 aoQt 1903. 10 
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einfuhren, wodurch sie die Formen annehmen: 

^ + (^3 + 74)^+^3^4^ = 0. 

Die aus (12) folgenden Werte von ^1 j ^^ > ^3 , ^4 setzen wir in (9) und (11) 
ein. Die öleichungen (9) gehen dann in öleichungen zwischen den ^^ und 
r, (i = I , 2 , 3 , 4) iiber, sodass folgendes Problem vorliegt: 

Man soll vier Gleichungen: 

('3) i^,(c, , tJ = o, 5^,(e, , rj = o, 5^3(^3 , T3) = o, i}}^{^^ , rj = o 
so hestimmeny dass die beiden partiellen Differential gleichungen fur 0: 

^ + (^1 +7,)«+7i73^ = o, 

^^'+(^8 + 0^+78^4' = O, 

in denen Tj , r^, Tg , r^ rf/e rfwrcÄ (13) und durch: 

(15) i?f, +9^1-^1 = h PC, + ?c,r3 = I, p?3 +y^37a =" ^ PSa+9^a'^a = ^ 

bestimmten Functionen der er st en Abieif ungen p , q bedeuten^ tvenigstens eine 
gemeinsame IntegralfUiche 

haben. 

Von den abtmckelbaren Fläclien tvollen tvir dabei absehen. Denn es ist 
nicht schwer einzusehen, dass eine abwickelbare Fläche nur dann Transla- 
tionsfläche ist, wenn sie eine Cylinder ist. Ein Cylinder aber känn auf 
unendlich viele Weisen durch Schiebung einen Curve erzeugt werden; man 
wähle nämlich irgend eine Curve auf dem Cylinder aus. 

Ist nun aber die fragliche gemeinsame Tntegmlfläche 

nicht abwickelbar, so sind bekanntlich 

von einander unabhängige Functionen von x und y . Daher können wir auf 
der Fläche p mui q statt x und y als unahhlngige Veränderliche benufzen. 
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§ 4. I>ie Tntegrabilitätsbedingunff. 

Nach (14) muss auf der fraglichen Fläche: 



(16) 



^i^« — "^sr. 



_ r, + r, — r, — r. 



t = 



.s 



^Jt — Vi 



sein. Auch miissen r , s y t die Bedingungen erf iillen 



dr ds 

dy dx 



ds _ dt 
dy~ di' 



die wir, wenn vvir p und q als Veränderliche statt x , y benutzen woUen, 
so schreiben werden: 

dr dp ^^drdq ds dp .^ ds dq 

dp dy dq dy dp dx dq dx ' 



ds dp ds dq dt dp dt dq 

dp dy dq dy dp dx dq dx 



öder, da 



dp 

~ = T 

dx ' 



ist, so 



?^ = ?? = s 

dy dx ' 



dq 

^y 



^ = < 



(17) 



(dr , dr ^ ds , ds 
dp dq dp * dq ^ 

ds . ds ^ dt , dt 

s + — t = ~r + --5. 

{ dp dq dp dq 



Hierin woUen wir die Werte (16) von r und t eintuhren. Es empfiehlt 
sich, dabei zur Abkiirzung die in (16) rechte auftretenden Factoren von s 
mit U und V zu bezeichnen: 



(18) 



(r, + r,)r,r, — (r, + r,)r,r. 



^i^t — ^."4 



u, - 



r, + r, — r, — r. 



^1^1 — ^.r. 



-♦ = V, 



sodass nach (i6): 



r = Us, t= Vs 
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ist. Setzen wir diese Werte in (17) fur r und t eiD, so kommt: 

dp i — VV' dq ' i — UV ' 

Eine Function s von p und q giebt os hiernach nur dann, wonn: 

. . d V,+ UV p ^d U,+ VU , 

^^9) aj , __ uy- 3^ i — UV 

ist. 

Mithin ist (19) eine notwendige Bedingung; wir werden später sehen, 
dass sie auch hinreicht/ 



§ 5. Ausrechming der Bedinguny. 

Zur Ausrechnung der Bedingung bediirfen wir vorerst der Ableitungen 
von U und V nach p und q. Nach (18) sind C7 und V Functionen der 
r; und diese sind nach (13) und (15) Functionen von p und q. Nach 
(13) sind z, B. f, und Tj von einander abhängig, und nach (15) ist: 

Multipliciren wir diese beiden Gleichungen mit 

3^ dp 

und addiren wir sie dann, so kommt mit Biicksicht auf die Abhängigkeit 

von f j und t, : 

ar, ar, 

! T — i = O 

as ^> ai> • 



^ Lie stellt drei IntegratioDsbedinguogen auf, die höhere Differentialquotienten 
nach p lind j, nämlich vierte, enthalten, während unsere Bedingung (19) mir ersie und 
zweiie enthält. Lie beweist, dass seine drei Bedingungen auf eine zuriickkommen. 
Diesen Nachweis brauchen wir gamicht zu fiihren. Unsere Bedingung wird, wie wir 
sehen werden, gerade jene eine LiE'sche liefern. 
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So ist uberhaupt allgeinein : 

(20) 



9r» dTi 



(<=1, 2,8,4) 



IfPi Folgendcn soll zur Ähkärzung der Bezeiclinung der Accent die Di/fe- 
rentiation nach p andeutim, sodass 



und nach (20): 



dTi 
dp 



= Tl 



(i- 1.3. 8,4) 



(21) 



ist. 



9r< 
dq 



:^=-^in 



(t-l,J,«,4) 



Nach der zweiten Gleichung (i8) ist nun: 

(r, T, — r, r4) ' F, = (t, — r,)(r, — r«) rj + (ri — Tt){Ti — t,) rj 

+ (^4 — r,)(r« — r,) rj + (rj — r,)(r, — r,) r^ 



odér kiirzer: 

(22) 



(r,rj — r,T4)'Fp = aiT[ + a,r; + a,r; + a^T'^, 



wenn wir nämlich fiir den Augenblick 



(23) 



(r.- 


- r.)(r, - 


-rj 


ih- 


- ^z)i'^i - 


-0 


K- 


-r,)(r,- 


-0 


.(^3- 


- r.)(r. - 


-r,) 



= a 



1' 



= a 



3' 



= a 



8> 



= a. 



setzen. Infolge von (21) ergiebt sich aus (22) sofort noch: 
sodass hieraus und aus (22) folgt: 



Aber nach (18) ist 



* r r — T T 
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und ähnliche Werte gehen fur r, + f/, t^ + Uj r^ + ?7 hervor, sodass 
wir schliesslich wegen der Werte (23) erhalten: 



(24) 



ir^T, - r,rJ'(F, + UV,) = (r, - r,)(r, - rj(r, - r,)(r, - tJ 



X [r, t{ + r, r; — r^ rj — r, ft]. 



Aus (18) folgt ferner 



und hieraos ziehen wir nach (21) sofort den Schluss: 

(Tj r, — r,rj' O, = — a, r, r,r«T; — . . . , 

wo es geniigt, das erste der vier Glieder hinzuschreiben. Beide Formeln 
geben : 

{T^T,-T,T,nU,+ rU,) = -aj,T,{l+T,V)T[-.... 



Weil aber nach (i8): 






u. s. w. ist, 80 folgt hieraus wegen der Werte (23): 

/ \»/n I T/rr\ f- _ \f- - \f- 



(25) 



(r,r, - r,rJ'(C7, + Ft/,) = (r, - r,)(r, - rj(r, - r,)(r, - rj 

X[r,r,(rl + z;) — r,r,(T; + /,)]• 
Nach (18) ist ferner: 

(r,T, — T.T^ii — UV) = {t^ — r,)(r, — rj(r, — TgXr, — O- 

Daher giebt (24) und (25): 

V. + VVp rin + r.ri — r^rä — r,rl 



i"ir. — r,r, 



t — l/F 

Vp + Ft/, ratiCn + n) — rif»(r. + rQ 
I — f/F 



1"l1", — ^8^4 



Hiermit sind die in der auszuwertenden Bedingung (19) auftretenden Quo- 
tienten berechnet, sodass die Bedingung so geschrieben werden känn: 



(26) 






^1^1 — ^.^4 



^_ g faf«(ri + rj) — rir,(r3 + r'^ 



h^t — ^.^4 
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Um nun die noch erforderlichen partiellen Differentiationen nach q 
und p auszufuhren, haben wir zu bedenken, dass der Accent die Differen- 
tiation nach p bedeutet. Aus (21) schliessen wir, dass 



d'Ti 



?5 = 

dq dpdq dpdq 



3 ^Ti d(TiTi) _ ^,2 



dp 



- r;^ + ZiTj' 



ist. Bei (ler Ausfiihrung der Differentiationen in (26) haben wir hiernach 
die folgenden vier Itegeln zu beachten: 



9p 



•t ) 



'•i ) 



ar,- _ , 



ari 

dq 



— — r'^ 4. - r" 



Wenn wir hiernach die Differentiation nach q bez. p in (26) ausfuhren, 
so finden wir ein uberraschend einfaches Ergebnis. Es zeigt sich nämlich, 
dass alle Glieder bis auf vier einander gegenseitig fortheben, indem ein- 
fach bleibt: 

(27) r;' + r;' + r;' + r:' = o. 

Dies also ist die zu discutirende Bedingung,^ 



^ Bei Lie ergiebt sich a. a. O., S. 193, diese BedinguDg 




= O. 



Dass dies oichts anderes als die Gleichiing (27) oben ist, erkennt man leicht, wenn man 
die Relationen 






und 



^iP + ?i9 = I. fiP + ^'iq = — fö ff> + Tji q = — 2^; 

benutzt, insbesondere auch die aus den drei letzten folgende Gleichung: 



^i 


7. 


I 


ti 


7«- 


-f< 


ti 




- 2ti 



= o. 
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§ 6. JDle Cum^e vlerter Ordnung. 

Wir gehen jetzt an die Deutung dieser Bedingung (27). Da die 
Accente die Differentiation nach p andeuten, so sagt sie aus, dass die Summe 
der Ti Unear in p ist: 

(28) Tzi^ap + ft, 

wo a lind fi Functionen von q sind. Aber hieraus können wir noch mehr 
schliessen. Differenzieren wir nämlich diese Formel nach g, so folgt 
wegen (21): 

Weil aber der Strich die Differentiation nach p andeutet, so ist die linke 

Seite der halbe Differentialquotient von SrJ nach jp. Also folgt hieraus, 
dass die Summe der rj quadratisch in p ist. Wenden wir auf sie nochmals 
dasselbe Verfahren an, so ergiebt sich mit Hulfe von (21), dass die Summe 
der rj vom drillen Grade in p ist. Ebenso ist die Summe der Ti vom 
vierlen Grade in p. Dabei sind die Coefficienten Functionen von q. 
Nun erfiillen Tj , r, , Tg , t^ die biquadratische Gleichung fur r: 

(r— t,){t— t^){t— t,){t— t,) = o. 

Ordnen wir sie nach Potenzen von r: 

r* — a^r' + a^T^ — a^T+a^ = o, 

so sind die Coefficienten a^^a^^a^^a^ symmetrische Functionen von t^^t^^ 
T3 , r^. Bekänn tlich lassen sich die Summen der Potenzen von r^ durch 
sie wie folgt ausdrucken: 

YT] = a\ — 2a^, 
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Da nun, wie wir sahen, die linken Seiten vom i., 2., 3. bez. 4. Grade 
in p sind, so lehrt die erste Gleichung, dass a^ linear in 2^ ist, die zweite 
alsdann, dass a, vom 2. Girade, die dritte, dass a^ vom 3. Grade iind die 
vierte, dass a^ vom vierten Grade in p ist. 

AI so er full en Tj , r, , r, , r^ eine hiquadratisclie Gleichung: 

z^ — ay + a^z'' — a^T+a^ = o, 

in der a^ , a^ , a^ , a^ ganze Funclionen von p sind, deren Grade durch die 
Indices angegehen werden. Die Coefficienten dieser Functionen sind Func- 
tionen von q. 

Nun war allgemein, vgl. (12), das Zeichen r fiir tj : f gebraucht worden. 
Jedes Wertepaar c» , yji erf iillt also die Gleichung in f und tj : 

Ferner ist nach (11): 

Setzen wir aber in den Functionen (ii y ci^ , a^ , a^ fiir p den Wert 



^s 



ein, so heben sich die Nenner f fort, da «, mit f , a^ mit f', a^ mit c 
und a^ mit f * behaftet ist. Also geht alsdann eine Gleichung vierten 
Grades zwischen c und tj hervor, deren Coeflficienten nur noch von q ab- 
hängen. 

AUe vier Wertepaare f , , tj^ erfuUen somit eine in f tmd rj hiquadratische 
Gleichung, deren Coefficienten nur noch von q abhängen. 

Da diese Gleichung von dem Wertepaare f^ , rj^ z. B. erfiillt wird, 
andererseits aber nach (9) und (11) die Grössen f, , j^j zwei Gleichungen: 

erfiillen sollen, so muss jene Gleichung, gebildet fiir fj , j^j, eine Folge von 
diesen beiden sein. Weil sie aber von j^ fr^i ist, känn sie nur eine Folge 
der orsten, ^^ = o, allein sein, d. h. sie ist auch von q frei. 

Acta matliematiea. 28. Imprimé le 26 aoQt 1903. H 
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Somit hat sich ergeben: 

Alle vier Wertepaare Si , jy,- erfuUen eine in ^ und rj hiquadratische 

Gleichuriff mit conslanten Coefficienten. 

» 
Anders ausgesprochen : 

Alle vier unendlich fernen Curven Ti y T2 y Ti y Ta ff^Jforen ein und der- 
selben Curve vierter Ordnung an.^ 

Wenn es also Translationsflächen giebt, die vier Scharen von je od* 
congruenten und gleichgestellten Curven enthalten, so musseii die Tangenten 
aller vier Scharen die unendlich ferne Ebene in ein und derselben Curve 
vierter Ordnung schneiden. 



§ 7. Anivendtiny des AheV schen Theorenis. 

Unser Problem kommt hiernach auf folgendes hinaus: 

In der unendlich fernen Ebene ist eine Curve vierter Ordnung gegeben. 
Gefragt wird, ob es eine Ftäche giebt, die vier Scharen von je cx)^ congru- 
enten und gleicligestellten Curven enthält, deren Tangenten sämtlich jene Curve 
vierter Ordnung treffen. 

Nun liefert uns das ABEL'sehe Theorem, angewandt auf die Schnitte 
jener Curve vierten Ordnung mit einer veränderlichen öeraden, in der That 
derartige Flächen.' 

Ist nämlich 

eine Gleichung vierten Grades in f und gy, also F eine ganze Function 



' Lie schliesst dies aus seiner in der letzten AnmerkuDg angegebenen BedinguDg 
a. a. O., S. 194 — 196, so: Nach einem Satze von Heiss ist die Bedingung fur die 
Rchnitte einer Curve vierter Ordnung mit einer beweglichen Geraden erfiillt Anderer- 
seits känn man durch Abzähiung erkennen, dass die Bedingung nur von 00^^ Curven 
erfiillt sein känn. Es giebt aber gerado co** ebene Curven vierter Ordnung; also 
giebt die Bedingung gerude und nur alle Curven vierter Ordnung. 

• Dies erkannte Lie 1891 — 92. Siehe die 7. oben erwähnte Abhandlung. 
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vierten Grrades von f und tj, so ist, wenn die durch F=o dargestellte 
Curve vierter Ordnung durch die veränderliche Gerade 

in den vier Punkten (f, , iy,) , (f,, rj^) , (fg, rj^) , (^4,57^ geschnitten wird; 
nach dera Abel schen Theorem: 



t/ '1 t/ '» t/ ?• »/ '• 

/t Vi +/^: ■'M = 



O, 



O, 



o. 



sobald die Grenzen der Integrale die zu zwei Lagen der Geraden gehörigen 
Schnittpunktscoordinaten f j , f j , f 3 , C4 sind. Hierbei bedeutet natiirlich 
JF,, die partielie Ableitung vom JP(f ^ , jy,) nach tj^ . A us allén Integralen 
hat man sich die rj mittels der Gleichungen 



F{$i.V^)=0 



(t- 1,2, 8. 4) 



entfernt zu denken, sodass unter den Integralen nur die Veränderlichen 
f 1 ) f 2 ' ^8 > ^4 vorkommen. Biidet man nun die Gleichungen: 



('9) 



X 



y 









so ist nach den obigen Formeln des AfiEL^schen Theorems auch 



X = 



-j 



X '^f. A4 d$. 



P 



v$ 



P 



F, 



Vt 



(20) 



~ J K J K ' 

j K j F,. ■ 
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Nun stellen aber die Gleichungeu (19) eine Fläche mit den Gaussisehen 
Parameter f, , f^ und die Gleichungen (20) also dieselbe Fläche, aber mit 
den Gaussischen Parameter f 3 , f^, dar. Da jedesmal jede der Coordinaten 
eine Summe von zwei Functionen ist, von denen die eine nur den einen 
Parameter, die andere nur den anderen Parameter enthält, so haben die 
Gleichungen (19) und (20) die fiir Translationsflächen charakteristische all- 
gemeine Form (2). 

Mithin haben wir eine Fläche erhalten, die sich in zwei Arten, (19) 
und (20), als Translationsfläche darstellen lässt. Beide Darstellungen sind 
wesentlich von einander verschieden, denn die durch den Punkt {x ,y j z) 
der Fläche gehenden Parameterlinien f^ = Const. und f , = Const. haben 
dort Tangenten, deren Eichtungscosinus proportional 

f , , 7i , ^ bez. fa , 373 , i 

sind, während die Parameterlinien C4 = Const. und f, = Const. dort Tan- 
genten haben, deren Eichtungscosinus proportional 

sind. Weil nun fiir alle Wertepaare f,- , tj^ die Gleichung 

besteht, so gehen die vier Tangentenrichtungen in der Tangentenebene des 
Punktes (^ , y , ^) nach denjenigen vier unendlich femen Punkten (c» , rj^) 
der Curve vierter Ordnung 

in denen sie von der unendlich femen Geraden 

geschnitten wird, und sind daher fiir einen allgemein gewählten Punkt 
{x , y , z) der Fläche von einander verschieden. 

In der That also stellen die Gleichungen (19) öder (20) eine Fläche dar^ 
die vier Scharen von je co^ congmenten und gleichgestellten Curven enthält 
derartj dass in einem allgemein gewählten Punkte der Fläclie die Richtungen 
der vier hindurchgehenden Curven von einander verschieden sind. 
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% 8. L>ie allgemelnstc Lösunu des Ptoblems. 

Hat uns somit das ABEL^sche Theorem, angewandt auf den Schnitt 
der gefundenen unendlich fernen Curve vierter Ordnung mit einer ver- 
änderlichen Geraden, eine Lösung des gesteliten Problems gegeben, so ist 
es schliesslich aueh leicht, nnabhängig hicrvon die allgemeinste Lösung 
abzuleiten. * 

Denn wenn wieder 

eine gegebene unendlich ferne Curve vierter Ordnung ist, so handelt es 
sich darum, eine Translationsfläche zu finden, deren erzeugende Curven 
solche Tangenten haben, die diese Curve treffen. Da nach (3) längs einer 
Eichtung {dx:dy:dz) die Proportion: 

dx\dy:dz = ^:yj: i 

besteht, so wird die allgemeinste Curve, deren Tangenten nach jener un- 
endlich fernen Curve F = o hingehen, gegeben durch : 



X 



=fp^d^, y =fprjd$, z =jpdZ, 



wo p eine zunächst beliebige Function von c bedeutet und unter iy die 
durch 

bestimmte Function von f zu vorstehen ist, sodass längs der Curve f die 
Veränderliche ist. Ist nun auf der fraglichon Fläche 

so mössen die Tangenten der vier durch den Punkt {x ,y , z) der Fläche 



' Lie begnugt sich damit, zu zeigen, dass die Curve vierter Ordnung mittels des 
ÅBEi/schen Theorems Translationsflächen mit mebrfacher Erzeugung liefert. Aber na- 
turh'ch muss noch gezeigt werden, dass die Curve vierter Ordnung sonst keine (ausser 
ähnlich vergrösserten) ergiebt. Diesen ubrigens sehr leichten Nachweis deuteu wir im 
gegenwärtigen Paragraphen an. 
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gehenden Curven der vier Scharen von je co' congruenten Curven die un- 
endlich ferne Ebene in den vier Schnittpunkten (f, , 37,) der Geraden 

K + ?37 = I 

mit der Curve F = o treffen. Demnach muss die Fläche, wenn Cj , rji 
und f.^ , 7j^ zu dem ersten Curvenpaar und f, , tj^ und $^ , rj^ zu dem 
zweiten Curvenpaar gehören, sowohl in der Form: 

( z =fp,dS, +fp,d^, 
als auch in der Form: 

darstellbar sein, wobei PuPu^r^, ^4 bezuglioh Functionen von f j , f , , fg , f ^ 
bedeuten. Es muss also, wenn wir tr^ , tr^ mit — p^ , — p^ bezeichnen: 

fpJA. +fpAd^, +fpA'i^» +fpAd^. = o, 

fPiVx^^i +fp,Vi^^, +fp,^t^^, +fPiVAi = o. 

fpA^ +fp,^. +fp,d^t +fp.d5. =0 

sein, vorausgesetzt, dass die Integrale wieder erstreckt sind zwischen zwei 
Lagen der Geraden 

P^ + «7 = ^ 

in der unendlich femen Ebene. Indem man die sich durch totale Diffe- 
renti^tion ergebenden Formeln: 

Pd^i + i^Tji = Sidj? T^idq (»-1.2,8,4) 

UAd 
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benutzt, ura hierin und ebenso in den friiheren drei Formeln des ABEL'schen 
Theorems (S. 83) die Differentiale rf^i , d^^ > ^^s » ^^4 durch dp und dq aus- 
zudriicken, ist es leiclit, durch Vergleichung zu erkennen, dass Pi, p^^ p^y p^ 
proportional 



^7i ^i5t ^'?, ^7« 

sejn mässen. Da nun p^ nur von f, , />, nur von f, u. s. w. abhängt, so 

folgt, dass allgemein: 

c 

ist, wo c eine fiir alle vier p^ gemeinsame Constante bedeutet. Setzen wir 

nun die Werte: 

c c 

in (21) ein, so finden wir wieder die Werte (19) von x^y^Zj aber multi- 
pliciert mit einer Constanten c. Die allgemeinste Fläche also, die vier 
Scharen von je 00^ congruenten und gleichgestdlten Curven enthält, geht aus 
der Fläche (19) durch ähnliclie Vergrössung hervor. 

Natiirlich liefert auch jede Schiebung der Fläche (19) wieder eine 
Lösung, aber alle diese Lösungen sind schon in (19) enthalten, da die 
unteren Qrenzen der Litegrale verschieden gewählt werden können, indem 
die Anfangslage der Geraden 

willkiirlich ist. 



§ 9. Formulierung des Lie^sclien Theorenis. 

Wir sind zu Ende mit der Lösung des Problems und können das 
Ergebnis formulieren: ^ 

Jede nicht abwickelbare Fläche y die vier Scharen von je cx)* congruenten 
und gleichgestellten Curven enthält ^ sodass die durch einen allgemein getvähllen 
Punkt der Fläche gehenden Curven verschiedene Tangenten haben, ergiebt sich 



Siehe die I O. der oben genannten LiK^schen AbhandluDgen^ S. 1 97. 
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so: Man stellt die Gleichung einer héliehigen dlgehraischen Curve vierter 
Ordnung in c und rj auf: 

und biidet die drei AbeV schen Integrcäe erster Oattung: 

m-f% .(«=/f, m-f%- . 

Sind ^(fi) , xi^i) > i^(f») (^= ^ > 2 , 3 , 4) diese Integrale, hinerstreckt »wischtn 
den vier Schnit t punkten einer festen Geraden und den vier Schnitt punkt en 
(ct , yji) ^iner t^eränderlicJien Geraden 

mit der Curve vierter Ordnung jP(f,3y) = o, so sind: 

y = c[r(f.) + r(f,)]. 

die Gleichung einer Fläche von der gesuchten Art; sle lässt sich auch so 
darstellen: 

Dabei bedeutet, c eine beliebige Constante. So findet man alle Flächen twn der 
gewunschten Art. 



% 10. Zur Antvendung des Lie^ schen Theorems. 

Wir haben, um das Wesentliche der Folgeriingen hervortreten zu 
lassen, einige nebensächliche Punkte mit Stillsehweigen iibergangen, die 
Lie ausfiihrlich hervorgehoben hat. Mit einigen Worten seien sie hier 
erwiihnt: 
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Ist die Curve vierter Ordnung irreducibel, so bilden alle vier Scharen 
von je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven auf der zugehörigen 
Fläche im Grunde genommen eine einzige irreducible Schar. Sie ist aber 
so beschaffen, dass durch jeden allgemein gewählten Punkt P der Fläche 
vier verschiedene Curven ^^ , c, , c, , c^ der Schar gehen. Sie sind alle vier 
einander congruent und gleichgestellt, aber der Punkt P ist naturlich nicht 
auf den vier Curven iiberall der homologe Punkt, Wenn man c, mit 
einem ihrer Punkte längs c, stetig hinschiebt, geht die Fläche hervor; 
ebenso umgekehrt, wenn c^ mit einem ihrer Punkte längs c^ stetig hin- 
geschoben wird. Ebenso liefern c, und c^ zwei Erzeugungsarten. 

Ist die Curve vierter Ordnung reducibel, so darf sie nicht etwa aus 
zwei zusammenfallenden Curven zweiter Ordnung bestehen, vielmehr muss 
immer noch eine allgemein gewählte (ierade sie in vier verschiedenen Punkten 
trefifen. 

Die Curve vierter Ordnung känn in zwei verschiedene Kegelschnitte 
zerf allén. Dies giebt Anlass zu zwei wesentlich verschiedenen Ftächenarten, 
Man känn nämlich, wenn man die Curve durch eine öerade schneidet, als 
Punkte (ci , ly,) und (f, , jy,) entweder Punkte auf demselben Kegelschnitt 
öder Punkte auf verschiedenen Kegelschnitten wählen. Im ersteren Falle 
hat die Fläche eine höchst merkwurdige Eigenschaft; Lie hat gezeigt, dass 
die beiden Kegelschnitte durch irgend ein Paar von Kegelschnitten des- 
jenigen Biischels ersetzt werden diirfen, das von jenen beiden Kegelschnitten 
bestiramt wird. D. h. alsdann ff est atlet die Fläche unendlich vide Er- 
zeugungen durch Translation von Curven, Wenn insbesondere der eine Kegel- 
schnitt der Kugelkreis ist, so gehen Minimal fldchen hervor. Unter ånderen 
tritt hier die ScHERK*sche Minimalfläche und die Minimalschraubenfläche auf.^ 

Im Fall des Biischels von Kegelschnitten hat die Fläche mindestens 
eine Schar von ebenen Erzeugenden, da das Biischel mindestens einen in 
Geraden zerfallenden Kegelschnitt enthält. 

Auch wenn die Curve vierter Ordnung in eine Curve dritter Ordnung 
und eine Gerade zerfällt, hat die Fläche eine Schar von co^ congruenten 
gleichgestellten ebenen Curven. Ist die Gerade eine Wendetangente der 



^ Unter Leitung des Verfassers hat R. Kummek (siehe seine Dissertation^ Leipzig 
1894) Modelie der Translationsflächen mit unendlich vielen Erzeugungen hergestellt, die 
Eigentum des mathem. Instituts an der Universität Leipzig sind. 

Äcta nuUh«fnaiica. 28. Imprimé le 2G aoAt 1908. 12 
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Curve dritter Orduung, so sind diese Curven Parabeln, nnd nur in diesem 
Fall treten Parabeln als erzeugende Curven auf.^ 

Die grosse Zahl verschiedenartiger Typen von Translationsfläclien, die 
sioh aus dem Li Ryschen Theorem ergeben, ist bislier, so viel ich weiss, 
n(>(»h niclit genauer untersuclit worden, obgleieh ilire Betrachtung wegen 
des innigen Zusammenhanges mit dem ABEi/schen Theorem sowohl in 
geometrischer als auch in analytischer Hinsiclit gewiss sehr lohnend sein 
wiirde. 



% 11. Ved*allffemeinet*^inffen und andere Bewelse des Lie^sche^i 

Theorems. 

Dass sich das Theorem iiber die Translationsflächen mit mehrfacher 
Erzeugung auf Eäume höherer Dimensionenzahl verallgemeinern lässt, hat 
Lie selbst sehon erkannt und zum Teil in seinen Schriften mitgeteilt.' 
So hat er ausfiihrlich gezeigt, dass das ABEi/sche Theorem alle dreifach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten des Eaumes von vier Dimensionen liefert, 
die in mehrfache Weiso als Translationsmannigfaltigkeiten aufgefasst werden 
können. Auf diese Verallgemeinerungen gedenke ich jedoch nicht ein- 
zugehen; meine Absicht war es nur, dem Wunsche zu entsprechen, im 
gegenwärtigen Aufsatze das LiE'sche Theorem fiir die Translationsflächen 
des gewöhnlichen Eaumes so abzuleiten, dass auch denjenigen, die den 
LiE*schen Ideenkreisen ferner stehen öder den von Lie mit so grosser 
Meisterschaft gehandhabten Wechsel zwischen analytischen und synthetischen 
Betrachtungen nicht lieben, ein Einblick in den Beweis und das Wesen 
des LiE*schen Theorems gegeben wird. Schliesslich möchte ich noch er- 
wähnen, dass Poincaré zwei andere Beweise des LiE*schen Theorems ge- 
liefert hat, von denen der zweite sozusagen intuitiv und ohne, dass man 
die LiE*schen partiellen Differentialgleich ungen braucht, zum Ziele fiihrt.' 

* Von G. WiEGNER (siehe aeine Dissertation, Leipzig 1893, auch Archiv for 
Math. Bd. 14) sind hierzu Modelie hergestellt worden, die sich ebeufalls im Leipziger 
rnath. Institut befinden. 

* Vgl. die 7. und 12. der oben angegebenen Abhaudlungen. 

* Retnarques dive/ses sur les funclions abélicnnes, Journal de Math. pures et 
appl. 5. serie, t. l (1895), S. 219 — 3 14, und: 6'wr len surfaccs de iranslaiion el les 
fonctions abéliennes, Bulletin de la Société math. t. 29 (1901). S. 61-86. 
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Er beruht wesentlich auf Continuitäisbetraclitun^en und ist von Poincahé 
selbst auf höhero Dimensiononzahlen ausj:^edehnt worden. Lie's eigener Weg 
darf gewiss nicht als intuitiv bezeichnet werden, was aus den Beraerkungen 
in der Einleitung und in don Anmerkungen, in denen ich den oben ein- 
gesehlagenen Weg mit dem LiE'schen verglichen habe, wohl zur Geniige 
erhellt. Man darf aber nicht vergessen, dass es etwas ganz anderes ist, 
ob man ein neues Theorem zum ersten Mal entdeckt und beweist öder 
ob man nachträglich einen anderen Zugang zu ihm sucht. Wer den von 
Lie selbst gegebenen Beweis in den Leipziger Berichten von 1896 
verfolgt, wird vielmehr dem Scharfsinn, mit dem er in langen Jahren das 
neue Theorem allmählich auffand und bewies, die grösste Bewunderung 
zoUen und sich freuen, dass seine eigenartige Methode der Wissenschaft 
diesen höchst merkwiirdigcn Zusammenhang zwischen seinem rein geomc- 
trischcn Problem und dem Theorem von Abel geschenkt hat. 

Darmstadt, 8. Febr. 1902. 
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SUR UEMPLOI D'UN THÉORÉME D'ABEL DANS LA THÉORIE 

DE L'INTÉGRALE DE DIRICHLET 



PAR 

T. BRODÉN 

k LUND. 



1 . Le théoréme III du mémoire cI^Abel sur la serie du binome ^ 
permet des applications importantes a la théorie de Tintégrale de Dirichlet. 
Dans les lignes suivantes, Tauteur se propose d'examiner de plus prés ce 
fait, tout en se rapportant å un de ses travaux antérieura.' Nous avons 
voulu ainsi contribuer un peu ä éclaircir rapplieabilité tres étendue des 
travaux mathématiques d'ABEL. 

2. La question de radmissibilite de Téquation de Dirichlet 



a 

ii™ J ^^^^ ^^ ^"^ = 2 ''(+ °) (o < « < t) 

O 



(oö f(x) signifie une fonction finie intégrable avec valeur déterminée do 
/(+ o)) se laisse réduire ä la méme question pour la relation 



a 

lim I = Um / f{x) ^^^^^ dx (o < a < i) 



(O 

oö f{+ o) = o.* 

* Journal de Crelle, t. I, p. 314; Oeuvres complétes de N. H. Abel, 
edition Sylow-Lie, t. I, p. 222. 

Uber dos Dirichlet^ sche Integral, Math. Annalen, t. $2, p. 177 — 227. Dans 
le suivant ce travail sera désigné par D. I. 

' Voir D. /., p. 178, 220 — 21. 

Ada maihematica. 28. Imprlmé le 2G aoftt 1903. 
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Soit a(ö>) une fonction positive de cd pour laquelle lima(o>) — o. 
Alors Tintégrale 



CU=3 oo 



a(ta) 



T i r/ \ sin (07:x , 

^a= / f{x)—^dx 

o 

tend vers la limite zéro, non seulement dans le cas ou 

(2) lim O) , oi = o 
mais encore aussitot que 

(3) lini5r(a) . log (ö>a) = o, 

oii ^(a) signifie la limite supériciire de \f{x)\ dans Tintervalle o... a 
(et, par conséquent, si lim g , (o , a disparait sans que cela arrive pour 
limöi.cc); et la fonction a(ö>) se laisse toujours déterminer de maniére å 
remplir la condition (3) quoique lim ö> . a = co.' Cela pose, nous choisis- 
sons une fonction a quelconque qui remplisse la condition (2) ou (3) et 
une quantité constante arbitraire e entré o et i, et puis nous considérons 
la valeur limite 



(4) lim I dx. \ ^"(0;"^.^ %"^ w ) 

oti les nombres entiers A: et w sont déterminés de la maniére suivante: 

a{(o) <— <a(ö>) + -, - <£ <^ 



Ö> == ' ' (U (O = O) 



et ofi Ton ne fait entrer en ligne de compte que les w pour lesquels 
m — I sera > ä, ce qui doit arriver toujours pour des w suffisamment 
grands, a cause de la supposition lim a = o. Alors il se laisse prouver 
d*abord que (4) sera indépendante du choix de la fonction a et de la 
quantité £, et puis que lim J disparaitra, si f{x) est de nature ä faire 
disparaitre (4).^ 



* D, L p. 179—80. — Une troisiéme condition suffisante, un peu plus compliquée, 
pour que lim /a disparaisse se trouve mentionnée D. 1. p. 183. 
' D. L p. 188. 
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Cette condition tres étendue pour la validité de (i) — elle contient, 
en efifet, comiiie cas spéciiiux toutes oii presque toiites les conditions posées 
jusqu^ici ^ — peut en premier lien se spécialiser dans le sens que la valeur 
niimérique de la somme 

m— 1 . 

jLm^ X + 2i X + 2i + I 

pour une fonction a(ö;) de Tespéce mentionnée ci-dessus et sous la condi- 
tion o < a; < I se rapproche uniformément, quand croit ö>, de la valeur 
zéro/ ce qui a lieu dans ee cas indépendamment de s, 

Nous supposons maintenant que pour une certaine fonction a(ö>) 
[remplissant la condition (2) ou (3)] et une certaine valeur e 

(6) -G<±i-^)r{^ + i)<G 

(avec o < rr < i , mais entré ces limites indépendamment de re) aussitöt que 

2Ä; < p <^ 2Wi — I, 

oii G sifi^nifie une certaine quantité positive finie. Je dis que, dans ce 
cas, lim I = o. 

Si Ton applique le théoréme d*ABEL mentionné ci-dessus aux sonimes 
S figurant dans les inégalités (6), on reoonnait immédiatement que la 
valeur numérique de la somme (5) est moindre que 

G 



X + 2k' 



Donc, si nous supposons d'abord que lim ö> . a = 00, et, par conséquent, 
lim k = oOy un rapprochement uniforme de la somme (5) vers la valeur 
zéro a lieu, et, selon ce que nous venons de constater, lim J := o. Si, au 
contraire, lim ö> . a est fini (> o), nous prenons une fonction ai(ö>) pour 
laquelle lim ö> . ai = co (ce qui est possible, voir ci-dessus). Pour les cd 

* Cfr. D. I. p. 185—86, 191—92. 

" ou, plus généralement, d^une fonction 9{x) de la nature caractérisée en D. L 
p. 192 — 93 (»SatE 4» et »Satz 5»). 
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suffisamment grands sera alors ai(o>) > a(o>), et ki > k, ou Ä-j a la méme 
relation å ai, que k k a. On a donc 

i^2ki i = 2* »-2* 

oti, pour le moment, Fi signifie Texpression sous le signe S dans (6); 
partant, en tout oas, 

— 2G<TFi< 2G. 

Comme lim o> . a- = co, il s'ensuit maintenant, tout comme ci-dessus, que 
lim 7 = o. — On doit remarquer que la condition ainsi obtenue, pour 
que lim 7 = o, n*est pas indépendante ni de a ni de e: si cci(ö>) < a3(ö>), 
£, < £2 elle peut étre remplie pour a = ag, niais non pour a = ai, et 
pour £ = Sj, non pour e = e^- 

De cette proposition on obtient tres aisément comme oas special la 
condition de Dirichlet bien connue.^ 

De Tautre c6té on peut donner ä la proposition démontrée une inté- 
ressante interpretation géometrique.' 

3. Dans le domaine dont il est question, le théoréme d^AnEL est 
important aussi sous un autre point de vue. Une conséquence de ce 
théoröme est, comme on sait, le théoréme du calcul integral indiqué par 
Weierstrass et publié par Du Bois-Reymond (Journal de Crelle t. 69, 
p. 78; voir aussi DiNi, Fondamenti etc. § 204) que Ton désigne souvent 
par »zweiter Mittelwerthsatz » . Et a Taide de ce théoréme, on obtient 
aisément, si la fonction f{x) est donnée sous la forme d*un produit, 

f{x) = F{x) . f>{x), 

certaines conditions pour la validité de Téquation de Dirichlet relatives 
aux deux facteurs F et ^. A cet égard nous renvoyons le lecteur ä D. 1. 
p. ?i6 — 18 et au livré de M. Dini, Serie di Fourier etc. (Pisa 1880). 



' Voir D. I. p. 196. 

' D. I. p. 218 — 20. — Toute cette suite d'idée8 se trouve dailleurs dans certains 
rapports k rurticle de Kronecker Uber dos Dirichlet*8cfie //i^^ro/ (»Si t z ungs b erich te)» 
de racadémie de Berliu 1885); voir D. I. p. 181, 191 etc. 
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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÉRES 

PAR 

P. BOUTROUX 

k PAUIS. 

Ifitroduction. 

L*éude directe des développement en serie, ä laquelle Abel a su donner 
une si brillante impulsion, et qu'il a appelée »la partie la plus essentielle 
des mathématiques » , a occupé, dans les travaux de ses suceesseurs, une 
place prépondérante Le moment est venu maintenant de considérer en 
eux-mémes et d analyser avec quelques détails les types généraux de fonc- 
tions dont la science a été ainsi enricliie. Or il faut bien reeonnaitre que 
les propriétés d'une fonction n*apparaissent que rarement sur un développe- 
ment intini. Cest pourquoi il sera souvent avantajjfeux de substituer a 
rétude d'un développement celle de caractéres moins precis mais plus in- 
tuitifs, aptes ä servir de marque aux fonetions d\ine classe déterminée, en 
permettant de les distinjyuer des fonetions voisines et de les reeonnaitre 
lorsqu*elles sont définies par une équation différentielle ou de toute autre 
maniére. 

Le mode de eroissance, objet des beaux travaux de MM. Hadamakd 
et BoHKL, parait étre, pour les fonetions entiéres, un tel earactere. Toute- 
fois, si Ton veut que la connaissance de ce mode de eroissance puisse, dans 
une étude ultérieure, tenir lieu de celle de la fonction, il est nécessaire de 
le déterminer avec plus de precision qu'on ne Va fait encore. C*est la tache 
que je me suis proposée dans ce mémoire. 

MM. Hadamakd et Borel ont montré ^ que le module d 'une fonc- 
tion entiére dépend étroitement de celui du w^*"**" zéro. Toutefois Ton avait 

* Des généralisations des théorémes de MM. Hadamard et Borel vieunent d'étre 
tout réceinraent indiquées par M. E. Lindelöf qui a établi des propositions voisines de 
celles qui sont exposées dans la premiére partie de ce travail. M. Lindelöf a égale- 
ment obtenu, de son cöté, un exemple de fonction de genre zéro se trouvant la somme 
de deux fonetions de genre un. (Voir page 14 1.) 

Aeta mathematiea. 28. Imprimé le 8 octol>ro \\W\. 13 
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lien (le craindre (|uo ce rapprochenient ne put étre ])()ussé tres loin ot 
qu'il fallut pour arriver ä un resultat un peu precis tenir eompte des ar- 
guments des zéros. Je montre quil n'en est rien en general, et j'obtiens 
alors une representation asymptotique du module maximum pour | ^ | = r 
d'une fonction entiére de genre fini. Ce resultat me permet d'étudier en 
détail le cas reste obscur oä le module maximum d*une fonction de genre 

p se comporte approximativement comme e'''. Je constate que dans ce cas 
la fonction peut exceptionnellement perdre tous les caractéres qui la distin- 
guent des fonctions de genre p — i . D'ailleurs dans ce cas encore, les 
propriétés fondamentales de la fonction résultent de son mode de croissance 
qui apparait alors comme plus important que le genre; une telle fonction 
de genre p peut en ef fet étre la som me de deux fonctions de geytre p — i . 
Ce fait vient contredire Topinion générale qui était, comme on sait, que 
la somme de deux fonctions de genre p est toujours de genre p au plus. 
Les conclusions de ma premiére partie me conduisent ä faire ressortir 
de nouveau Timportance toute speciale des fonctions å croissance réguliére 
signalées par M. Borel, c'est a dire des fonctions dont le module maxi- 
mum M{r) satisfait a partir d*une certaine valeur de r å la double inégalité 

e^'-' < M{r) < e^'^\ 

Toutefois j*ai pensé qu*il y avait interét ä ne pas se borner ä ces fonctions 
précisément afin d avoir un moyen de les reconnaitre lorsqu on les rencontre 
dans une application: j'ai donc cherché å ne faire que les hypothéses stricte- 
ment indispensables pour rendre possible un resultat precis. Dans le méme 
ordre d'idées j'ai défini ainsi une classe assez étendue de fonctions dont 
le module maximum pour |<e| = 7* est egal a f^*", n étant le nombre des 
zéros dont le module est inférieur a /, et h un nombre positif fini. 

La seconde partie de ce travail est consacrée ä la dérivée logarithmique 
d*une fonction entiere de genre fini. On sait déjä que le module maximum 
<rune fonction entiére est comparable ä celui de sa dérivée. Mais j*ai pu 
obtenir un resultat beaucoup plus precis. Si Von exclut du champ de la 
variable certaines aires fermées entourant les pAles, aires dont la somme 
peut étre rendue négligeable, la dérivée logarithmique d'une fonction de 
genre fini reste comparable, partout ailleurs, ä une puissance finie de la 
variable; j'étudie alors, dans le champ conservé, son module maximum 
pour 1-2^1 — r. La méthode suivie s'applique, siins modifications, a des 
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fonctious méroinorphes d'un type plus general, et Ton obtient alors, au 
sujet de ces fonctions, une théorie de tous points analogue ä celle qui a 
servi de base ä Tétude des fonctions entiéres. 

Je donne une application de cette théorie en étudiant la croissance 
des fonctions méromorphes récemment découvertes par M. P. Painlevé 
au cours de ses recherches sur les équations dififérentielles du second ordre 
a points critiques fixes. M. Painlevé a signalé trois types d*équations 
dont les intégrales sont des fonctions méromorphes nouvelles. Je montre 
que les intégrales des deux premiers types se définissent ä laide de fonc- 
tions entiéres de genre 2 ou 3 dont le module maximum croit comme 



:< 



e ou e 



Dans la troisiéme partie, je cherche a étendre les resultats des deux 
premiéres au cas des fonctions de genre infini, et j*étudie le troisiéme type 
d'équations ä intégrales méromorphes nouvelles signalé par M. Painlevé. 
Je constate que les fonctions entiéres correspondantes croissent comme 



4 

— r 



.«' ..^^'- .«3 



tr , r ou r 

J ai abordé dans la quatriéme partie un probléme un peu différent en 
cherchant ä préciser les resultats obtenus par MM. Borel et Lindelöf 
sur la croissance des intégrales d'une équation dififérentielle algébrique du 
premier ordre et j'ai été conduit ainsi ä définir une classe d'équations 
dont les intégrales ont un mode de croissance tres analogue a celui des 
fonctions entiéres de genre fini. J*indique, pour terminer, la conclusion 
qui me semble devoir étre tirée de ces divers resultats. La relation re- 
marquable qui existe entré la croissance d'une fonction entiére et sa nature 
analytique (en particulier, avec le nombre des branches de la fonction in- 
verse) ne nous parait pas tenir å des circonstances fortuites ou spéciales: 
elle n^est vraisemblablement que la manifestation d*une propriété plus gé- 
nérale des fonctions analytiques. 
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PREMIERK PARTIE. 



Je vais me bomer, pour commencer, å Tétude des fonctions entiéres 
de genre fini; me reservant de montrer, dans une partie postérieure, com- 
ment la méthode employée pour ees fonctions peut étre appliquée aux 
fonctions de genre infini. 

1. IJdsignons par F{z) une fonction entiére de genre fini j). Soit 
M{r) son module maximum pour |^| = r, r^ le module de son i*'"*" zéro, 
enfin n le nombre des zéros de F{z) dont le module est inférieur å r. 

MM. Hadamard et Schou ^ ont donné une limite supérieure du nombre 
n. Ils ont montré que Tinégalité 

(i) M{r) < e'^'^ 

supposée satisfaito pour to ute valeur de r, entraine 

(2) n < Cr(r), 

(' étant une constante finie. 

La réciproque du théoréme de M. Hadamard est-elle vraieV On 
n*a pas encore complétement répondu ä cette question, et c*est elle qui 
doit nous préoccuper tout d'abord. 

Hien entendu, la question n'aura un sens que si F(z) est un produit 
do facteurs primaires: si cette fonction contenait un facteur exponentiel 
e"^'\ son ordre de grandeur pourrait éti^e absolument indépendant du nombre 
v; c*est donc le produit de facteurs primaires, 6r(^), contenu dans F{z) 
que je vais me proposer d^étudier. Les resultats que j'obtiendrai ne s*en 
appliqueront pas moins au cas le plus general: soit en efifet 

* Hadamard, Journ. de Math., 1893. Schou, Comptes rendus, t. 125, 
P- 763. 



Sur quelqueä propriétés des fonctious eutiéres. lÖl 

j ai le droit de supposer que Tordre de grandeur de e"^'^ est inférieur ou 
egal å celui de G{z)\ car, si cette eondition n*était pas réalisée pour F{z)^ 
elle le serait certaineinent pour F{z) — a, quel que soit a (sauf pour une 
valeur de a au plus)/ 

Considérons donc le produit infini G{z). M. Borkl s*est proposé de 
lui trouver une limite supérieure (pour |j8f| = r), et il a démontré la pro- 
position suivante: ' 

Soit p un nombre positif tel que Von ait, quelque petit que soit a, 

ä partir d*une certaine valeur de n 

1 

(3) »•« > »i'^ . 

On aura, quel que soit e, a partir d'une cei^taine valeur do r, 

(4) \G{z)\<i^'\ 

M. BoREL a appelé or dre de G{z) le plus petit nombre p satisfaisant 
a la eondition (3). Ce nombre est tel que la serie ^ _- soit divergente 

et la serie >_ ~^a convergente, quel que soit a . 

2, Voulant donner du module maximum pour |^| = r, M{r)y une 
representation asymptotique aussi exacte que possible, je dois chercher avant 
tout si Ton ne peut pas obtenir une limite supérieure de M{r) plus precise 
que la limite (4). 

Quelque naturelie que semble cette recherche, on a pu se demander 
s il y avait lieu de Ventreprendre. Nous ne savons pas en ettet, ä priori^ 
jusquoii va la relation observée entré la croissance de M{r) et le nombre 
n défini plus haut: or sil fallait pour déterminer M{r) avec quelque pre- 
cision faire intervenir des elements nouveaux comme, par exemple, les 
arguments des zéros, les difficultés du probleme seraient singuliérement 
accrues. 



* Cela résulte de la généralisation du théoréine classique de M. Picard sur lea 
fonctions entiéres. Voir Borel, Sur les zé'os des fonctions entiéres. (Acta Math. 1896.) 
' Acta Math. 1896 (Art. cité); Lejons sur les fonctions entiéres, p. 61. 
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Il semble pmnnement « preniierc vae que c«tt€ circoDstance défa- 
vorable m prénente. CoiwidéroiLs, en efifet, avec M. Bokel, ' les deux 

fonctioiiÄ »in ttz et -rrr-^ . Ijeurs zéros ont mémes modales 1,2,3,... 

rf 2) ' ' ^^ ' 

et <M5pendant leiir» nuxluleH maxima mjnt respectivement proportionnels å 
f^ id k r^. M. BouKL fut tenté de eonclure quil faut ou tenir compte 
d<5H ar^Timentii den zéros ou »e contenter de la limite (4). 

PV>rt heureu«ement il se trouve que les deux fonctions signalées par 
M. lioiiKL rentrent dans un cas d'exeeption: nous constaterons qu'on a 
en jfénéral le droit de faire a})8traction des ar^ments des zéros. C*est la 
ee (|ui permet de préciser nota}>lement les resultats de MM. Hadamakd 
et HoREL. 

Tne representation exacte de M{r) aura surtout son interét lorsque 
Ton étudiéra la classe, fondamentale en pratique, des fonctions a croissance 
réj^ulifere définies par M. Borkl (roh' Introduction). Mais il convient 
|)eut-étre de s attacher, pour commencer, a des types de fonctions plus 
^énéraux; il est utile, en effet, de connaitre des propositions applicables ä 
des fonctions dont on ne sait pas encore si elles sont ä croissance réguliére. 
On aura pré(;isément ainsi un moyen de démontrer, s'il y a lieu, que 
leur (jroissance est })ien régidiere. 

3. I\)ur établir les resultats que j ai en vue, j'aurai ä cvaluer certaines 
inttlf^rales définies ou figure la fonction r, ou une fonction ip{i) comparable 
a /\. Cette évaluation ne sera évidemment possible que si Ton fait certaines 
hypothéses sur la croissance de cette fonction ^(i); mais des hypothéses 
tres générales suffiront. C*est ainsi quil n*est pas nécessaire de supposer 
(|ue ip{i) est a (roissanre iTgulmr (la definition de M. Bokel étant étendue 
aux fonctions croissantos qui restent comparables å une puissance finie de 
la variable). En d'autres termes, nos calculs pourront poiier sur des fonc- 
tions ip{x) qui ne satisfont pas nécessairement, ä partir d'une certaine valeur 
do re, a une double inégalité de la forme 

x^^' < ^{x) < a;^"*"* (e arbitrairement petit). 

Ii*analyse n*a pas cru devoir s'occuper jusqulci de semblables fonctions: il 



* Legona sur les fonctions entiéres, p. 99. 
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est cepeiulant possi))le (reffectuer sur elles des calculs piéciK, moyennant 
des hypothcsott assez larj^es sur Icur mode do croissanco. 



Evalntion de cei^taine^ intégrales définies. 

4. 0[z) étant un produit de facteurs primaires de genrep), je suppose 
ses zéros rangés par ordre de modules croissants suivant la régle de Weier- 
strass, en sorte que Ton a 

si Ton désigne par r, le module du zéro de rang i. 

Les Vi étant connus, il est toujours possible de former une fonction 
de X holomorphe, reelle et positive qui, pour x entier et egal a i, prenne 
la valeur /\. J*appelle cd{x) une telle fonction. 

On peut définir la fonction a}(x) au moyen d*une formule dlnterpola- 
tion quelconque; mais je supposerai, ce qui est évidemment legitime, quelle 
ne cesse pas de croitre lorsque x varie de o ä +00. 

Cela pose, désignant par m , n deux entiers positifs finis (m < n) et 
par A un nombre positif, proposons-nous de déterminer une limite su- 
périeure d*une somme de la forme 



tofl 00 



I — W + l l=»»l + l 

Nous augmentons évidemment ees sommes en les rempla^ant par les 
intégrales définies 



n 



j\to{x)\-^(1x, f[(o{x)]-'(fx. 



m 



Tout revient donc k trouver des limites supérieures de ces intégrales. Pour 
y parvenir, je substituerai h (o{x) une fonction ^{x) qui, pour x réel et 
positif, soit elle-méme reelle, positive et inférieure ä o){x)^ cette fonction 
i/f{x) étant choisie de telle maniére que Ton sache calculer les intégrales 



oc 



f=f[</>i^-)V<f<; A =/[^'(^)] -'■'/•'• 



m M 



dont la seconde est supposée avoir une limite. 

Il nous faut cherclier quelles hypothéses il eonvient de faire a priori 
sur </^{x) pour obtenir aisément une limite de ces intégrales délinies. 
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La solution la plus simple consisterait ä prendre pour (^{x) une puis- 
sance de x, J'ai rappelé qu'il existe un nombre p (ordre de la fonctiori 
entiére) tel que Ton ait ä partir d'une cei^taine valeur de i 



1 



(3) i\ > i'^^ 

quelque petit que soit a. On peut donc faire 

1 

Ce choix nous raménerait ä la méthode qu'a suivie M. Borel, dans les 

travaux cités plus haut, pour évaluer le module maximum du produit G{z). 

Mais on sait qu*il peut exister un écart considérable entré la fonction 

1 

a){x) et la puissance de rr, a;'"'"". Cest la une eonséquence de Texistence 
des fonctions ä eroissance irréguliére.^ D*autre part, dans le oas méme ou 
Tordre d*infinité de r, est déterminé (d'aprés la definition de M. Borel), 
il est souvent possible d'assigner au module r^ une limite inférieure plus 
precise que la limite (3). On aura par exemple 






(T étaut un nombre fini. TI est a prévoir que Ton obtiendra des limites 

plus exactes si Ton peut, dans les divers caleuls efiFectués, remplacer x^^'^ 
par une fonction <p{x^ plus voisine de cd[x), 

Laissons donc de c6té, pour un moment, la fonction cd[x) et faisons 
a priori certaines hypothéses sur <}^{x)^ en montrant que ees hvpoth^ses 
rendront possible la limitation des intégrales définies I ei I^, 

5. Faisant d'abord varier x entré m et 71 ^ stqjposons qnil existe deux 

Yiomhrs posififs fx et v teU que les fondimis --- et -^ soier^t croissantes ou 

(hl moins ne décroissent pas lorsque m < ;/- < n . Nous distinguerons alors 
divers cas suivant la valeur qu'a A dans Tintégrale /. 



* Voir dans VTntroduciioH, la definition de M. Borel. M. Borel a montré qu*il 
est facile de former des fonctions å eroissance irréguliére. 
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Premier cas. /i ost 'mffhmn' a 

Exprimons que les dérivées logarithmiques des deux fonctions -^ et 

--^- sont positives: nons obtenons 

•1 

/v d.r Åfi 

■.e —- </'~ *^ =^ är 

et nous en déduisons la double inégalité 

0X1 I — A/i et I — Åp sont des nombres positifs. 
D*ou, en intégrant: 



n 



,4T,[-^n:« <fr''f^ < T^T, W' %■ 



m 



Par suit«, on peut poser 

fl 
(5) f</>-'dx = n>[<p{v)]-' 



m 



et c conserve une valeur finie lorsque n augment^ indéfiniment [c< j-j 



6. Deuxiéme cas. v fsf sNprrif^^ttr a - . 



Kn procédant exactement coniine dans le premier cjis, nous abontissons 
cette fois a T inégalité 



(Av- ^)4'-' <- j;S^-ri 



ou Ton a Av — i > o. 

Si Ton intégre, on pourra poser 



n 



-i 



m 



et c restera fini lorsque n augmentera indéfiniment. 

Äcta mathematiea. 28. Imprimé le 9 octohrc 1903. 14 
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Si donc les conditions impossées ä ip{x) ne cessent pas d*étre vérifiés 
poiir X > w, on aura 

r, étant une constante positive finie, et par siiite (si Ton remplaee m par 
n, en se reportant aux notations du § 4) 

7. Troisiéme cas. Supposons maintenant que Ton ne puisse trouver 

ni un nombre /i inférieur ä . , ni un nombre v supérieur a j satisfaisant 

dans Tintervalle mn aux conditions énoncées ce qu'on peut exprimer 
grossiérement en disant que, dans cet intervalle, if}~^ croit approximative- 

ment comme -. Nous sommes alors conduits ä imposer au choix de ip{x) 

une condition supplémentaire. Je supposerai qu'il existe deux nombres /i, 
et v, tels que les fonctions 

<ff^ X (log «)*'» 

soient croissantes ou du moins ne décroissent pas dans Fintervalle mw. 
Tja dérivée logarithmique de ^ ^ satisfera, pour m < x < n aux inégalités 

X X log X ~-^ ip~^ =x X log X 

Fci encore, suivant les valeurs de /ij et u^ diverses cireonstances pour- 
ront se presenter. 

Soit d*abord /i, < i . On aura 

(I —/i,)(p ' <^{<P '^\ofrr). 
On pourra, par suite, poser, lorsque ?? devient tres grand 

n 

(7) C </f ^(ix = ('n\o^7i[^{7i)'] ^ {c nombre fini). 



m 



* log Jr représentp ici la valeur arithmétique du logarithme. 
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Soit luaintuuant p, > i . On aura 
ce qui pormettra de po8er 

u 

(8) f</f '(ix = rm\oirm[i/im)] \ 



m 



o\\ C reste tini lorsque ni augmente indéfiniment. 

Soit enfin /ij > i , i^j < i . On peut exprimcr ce Tait en disant que 
dans Tintervalle nnt (ou du moins dans un intervalle intérieur ä mw), la 

lonction ^^ se comporte å la fa^jon de — . Je ne puis rien dire aloi*s 

sur la valour des integrales prccédentes, a moins de faire une hypothése 
plus precise sur la (Toissance de la fonction <p{x). 
Posant, d'une raaniére générale, 

lo^, X = log log X , log3 X = log log, X , 



• • • 



et désignant par fi^ un nonibre quelconque intérieur a i, par v^ un nombre 
quelconque supérieur a i , je supposerai (pie Tun des deux rapports 

x\ogx... (logt xY" iP^ 



ip^ X log «... (log* a?)"* 

soit croissant (ou du moins ne décroisse pas), lorsque k dépasse un certain 
entier fini. 

Dans le premier cas, Tintégrale 



II 



f<p ^dx 



m 



est d ivergente et a une valeur de la forme 

(9) / = CiJ) ^n log n . log, w . . . log^t w (c positif fini). 

Dans le second cas, la méme intégrale est convergente, et nous ob- 
tenons pour elle une valeur de la forme 

r^"^wlogm. . . log^w (c positif fini). 
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Si Ton fait croitre n jusqu'ä + ^>o et que Ton change m et 7i, en 
se reportant aux notations du § 4, on pourra écrire Tégalite 

(10) /, = 6*, ^~^ n log n . . . (log^ n) 

oh 6*j conserve, lorsque n augmente, une valeur positive finie. 

8. On constate ainsi que les hypothéses faites sur <f^{x) permettent 
bien d^assigner, pour les grandes valeurs de x^ une liraite supérieure aux 
intégrales ^ / et /j . 

Il est a remarquer d^ailleurs que les raisonnements précédents n*exigent 
nullement que / , /i et i; soient positifs. Soit, d'une maniére générale, une 
fonction reelle et positive f{x)^ satisfaisant aux conditions suivantes: il 
existe deux nombres positifs ou négatifs, /i et i;, tels que les fonctions 

et — - soient croissantes. Si nous écartons, pour simplifier, le cas 



f(x) x^ 

exceptionnel ou /i < — 1 < i;, nous pourrons affirmer que Tintégrale in- 

définie de f{x) devient infinie comme xf[x), 

L'hypothése faite sur f{x) revient, d*ailleurs, ä supposer que la dé- 

f(x) 

rivée de f{x) devient infinie comme -^^— . Nous avons donc démontré 

que de cette propriété de la dérivée, on a le droit de conclure å celle de 
rintegrale. Nous constatons ainsi que la croissance de f{x) est tout ä-fait 
analogue å celle d'une puissance de x. 



* DaDs une note insérée aux Comptes-Rendus de I*Académie des Sciences 
le 4 février 1901, j'ai obtenu les mémes resultats en suivant une voie un peu différente, 
mais en imposant å ^(a;) des conditions équivalentes å celles que j^ai énoncées ici. Ges 
conditions étaient les suivantes: 

Si yo =*» JL>, Ton pose 

1 

et Pon suppose (p^ix) tel que la fonction 

6 log « — log (p^ 

soit positive et croissante lor«que e/> < I . S^j(«) sera par exemple de la forme 

P 

{\ogxy^{\og^'^)xY* 

1 1 

»Si f> était egal å />, ou jsolerait dan.s la fonction il* le produit x'^{\og£)~. 
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9. Ilevenons maintenant au produit de facteurs primaires (r{z) dont 
nous supposons les zéros connus, et voyons comraent nous pourrons former 
la foDction ^{x). 

Le cas oix Ton obtiendra les resultats les plus precis est évidemment 
celui oix la fonction a}{x) définie au § 4 satisfait elle-méme aux conditions 
imposées ä (p{x). On peut alors substituer cd k iff dans tous les calculs 
précédents. 

Si Ton introduit dans Ténoncé le genre p et Tordre p du produit 
(r{z)^ cette classe sera définie par les caractéres sui vants (on sup pose |> =# o) : 

1°. Lorsque Tordre p n'est pas entier, il existe un nonibre fx inférieur 

ä - et un nombre v», tels que les rapports -— , — soient rraissants ä partir 

d'une certaine valeur de x. 

On a alors Tégalité (5) pour X<^p ei Tégalité (6) pour k>p, 
Parmi les classes de fonctions pour lesquelles la condition énoncée est 
réalisée, il en est une qui doit surtout attirer notre attention: elle comprend 
les fonctions dont les zéros sont répartis de telle sorte que les deux rapports 

1 

- +c 
•p 



et 



* t £ 

'P 

V 



soient croissants ä partir d*une certaine valeur de i, quel que soit le nombre 
c. Cette classe de fonctions rentre dans celle des fonctions å croissance 
régulié7'e qua définie M. Borel; elle comprend toutes les fonctions qui ont 
été étudiées jusqu^ici par Tanalyse. 

Les calculs précédents nous permettront dailleurs de subdiviser cette 
classe en faisant sur la croissance de /\ des hypothéses de plus en plus 
precises. 

Mais nous n'épuiserons pas ainsi la famille de fonctions que définissent 
les conditions imposées plus haut ä q}{x). Cette famille comprend des 
fonctions qui ne sont pas å croissance réguliére, au sens adopté par M. Borel, 



mais pour lesquelles le module r^ pour) a oseiller, lo>'sque i croit, entré i 



1 

s 

p 



1 

a 



et /'' {e , a nombres positifs arbitrairement petits). Nous obtiendrons né- 
anmoins sur ces fonctions des resultats aussi precis que sur les précédeutes. 
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lo. 2°. Lorsqtie p=^p» la rlas^e de fomiiom consulrrre rst dvjime 
par ce fatt quontre h niymbre y défini plu^ haut, il ejiste un nombre o hh 

férieur a tel qne le rapjmt — soii (roi^sant a partw d'une certaine 

raleur de x, (La fonction lo se trouve alors »atisfaire aux condition» du 
§ 7 avec /i, < i, et ron a, pour A = y>, Tcjjfalite (7); Tégalite (5) reste 
(Vailleurs vérifiée pour A<yy, Tégalite (6) pour X>p). 

S'il nexish pas dr tel nombre a il existe du moiyis un eutier Jini k et 
un 7U)mbre tj inférieur a - tel que le rappopi 

,c^{\ogxy . . . (log^rr 

O) 

soit rroissavt it parfir d'uue cnrfaivr raleur dr j\ ((.)n aura alors, pour 
A=/>, rinégalité (9)). 

3°. Lorscjue p =1 p -{- i , nous supposerons qu*/7 eji'i^Ut (outre le nombre 

p détini au ^ 9) un entier Jini k et un nombre a supérieur a teh que 

le rapport 

O) 



soit eroissant a partir dune certaine vahur de ./ . ()n aura alors, pour 
A=7>-f- >j rinéfj^alite (10). 

II. Considérons niaintenant le cjis general ou io{x\ n'appartient pas 
a la classe définie par les hypothéses du paragraphe précédent, mais est 
une fonction croissante satisfaisant simplement aux conditions du § 4. La 
fonction ^(rr), inférieure ou égale k a){x) que Ton doit faire figurer dans 
les intégrales / et 7, afin de les rendre calculables par la méthode exposée 
ci-dessus, ne peut plus alors coincider avec (o{x). Cherchons dans quelle 
mesure elle pourra s*en rapprocher. 

Je vais considérer, tout d'abord, le cas oti Tordre p n'est pas entier, 
et montrer qu'or/ pourra faire cmneider ip et w pour des valeurs de ./• in- 
définiment croissaiites. 
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Soit a un nombre compris entré et - . Il résulte de la definition 

P V 

méme de Tordre que la tonetion — , prend des valeurs indéfiniment crois- 
8antes. On peut, en eflfet, poser 

a = a^{\ + c) avec — < />, s > o. 

Si donc il existaii un nombre c tel que Ton ait, ä partir dune certaine 
valeur de x 

—r<c, 

la serie 7 — j- serait conver^ente, ce qui n'a pas lieu. 

Considérons alors la courbe — 7— r . On peut tracer une courbe repre- 
sentant une fonction tovjours rroissmite, mi du nwins, ne décroissant ,/amais, 

x^ 

qui reste toujours au-dessus de la courbe ——. et la touche en une infinitt"? 

x^ 

de points 8*éloignant indéfiniment de Vorif?iue. Nous prendrons pour -jf-\ 

la plus petite fonction représentée par une telle courbe, et ip{x)^ qui co- 
mcidera avec a){x) pour des valeurs de x indéfiniment éloignées, satisfera 
bien, entré m et w, aux conditions énoncées au § 5 (premier cas). 

I)'autre part, lorsque x varie de n ii + co, on sait que, si 71 est 

(issez srnmd, le rapport — p et, par suite, , dévieut supérieur ä tout 

nombre donué, quelque petit que soit e. 

Il en résulte que (pour une infinité de valeurs de x figurant parmi les 
précédent^^s), (;e rapport prend une serie de valeurs plus petitos que tout^s les 

sui vantes. Formons une fondion --^- toujours (»roissant^ qui (^omcidera 

avec j pour (^es valeurs de rr. La fon<»tiou ^»^ ainsi définie satisfera bien 
aux conditions voulues pour x > n. 
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12. Lorsque Tord re p est entier il faut distinguer divers cas. 

Soit (j — />, et supposons qu*/7 existe un entier k et un nomhre a in- 

férieur ä tel que le rappart 

a^ . . . {\ogtxy 



(O 



admette des valeurs indéfiniment eroissantes, On pourra alors former, dans 
rintervalle mn, une fonction croissante (ou, du moins, ne décroissant jamais) 
qui ne soit jamais inférieure au rapport considéré et lui soit égale pouT 
des valeurs de x séloignant indéfiniment. Cela permettra de faire coincidei 
ai et ^ pour des valeurs de x indéfiniment croissantes. 

Lorsqu'il n'existe pas d'entier k satisfaisant ä la condition indiquée, 
on remarquera qu*on pourra toujours satisfaire å eette condition quel que 
soit Ä-, pourvu que Ton remplace w par w{logtX)~', ou s est un nombre 
positif arbitrairement petit. Si non il faudrait admettre qu'on peut trouver 
un nombre positif s tel que le rapport 

a;P. ..(logta; )P 

OJ 

reste, a partir d'une certaine valeur de .r, inférieur a un nombre fixe, ce 
qui rendrait convergente la serie / - , laquelle diverse par hypothése. 

— ' rf 

On peut donc affirmer que Ton pourra, en tout cas, choisir la fonction (/f 
de fofon que le rapport -- soit {entré m et 7i) inférieur a (log^ rr)* pour des 

valeurs de x indéfiniment croissantes. 

On se trouve d*ailleurs plaeé, pour x>n^ dans les mémes conditions 
que lorsque p n'était pas entier. 

Supposons enfin que p soit egal () p + i. 

S'il existe un entier k et un nombre (t supérieur ä tel que le 

rapport 



(O 



.rp-^' ...(\ogtxy 

reste, a partir d\ine certaine valeur de .r, supérieur a tout nombre donné, 
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on poTirra faire coincider los fonetions o) ot ^' poiir des valenrs de x iii- 
définiment croissantes. 

Mais 8*il nexiste pas de tel entier A', les calculs précédents ne nous 

foumiront aucun renseignement precis sur la valeur du rapport -^ . J'étu- 

dierai par une méthode directe, au § 19, les fonctions entieres pour les- 
quelles eette circonstance se présente. 



Le module niajdnmni d^une fonction entii^re d^ordre non entiev. 

13. Pour déterminer le mode de eroissance d'une fonction entiére, 
je m*efforcerai de suivre la voie la plus naturelie; partant du développe- 
ment d'une telle fonction en produit infini, je considérerai ce produit sur 
une circonférence ayant pour centre Torigine, et je chercherai une limite 
supérieure et uno limite inférieure de son module en un point quelconque 
de la circonférence. Je constaterai ensuite que dans des cas étendus ces 
deux limites coincident: toutes les propriétés du module maximum de la 
fonction se trouveront alors résumées par une seule formule. 

Soit F{z) une fonction entiére de genre fini, G{z) le produit de 
facteurs primaires contenu dans F{z)y eu sorte que Ton a 

F(z) = G[z)e"^'\ 

F(z) étant de genre fini, le facteur exponentiel e"^'^ 8*étudie tres simple- 
meut. Cest donc a Tétude du produit de facteurs primaires, (t(z) que je 
dois m'attacher: cette étude suffit méme au point de vue théorique en 
vertu du théoréme de M. Picard dont je rappelais au § i la généralisation. 

14. Soit (r(z) de genre p et de la forme 



n(--i>" 



+ ...+ — 7 
pap 



Rien ne serait changé aux raisonnements qui vont suivre si ce produit 
était multiplié par une puissance finie de z^ c'est-ä-dire si Torigine était 
un zéro de G[z), 

Formons une fonction (p{x) satisfaisant aux conditions énoncées au 
§ 4. Nous aurons ri^^{i) (>V =^ |flry|). 

Aeta mtithematiea. 2S. Imprimé le K) octobre 1903. ]5 
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Suivant alors une méthode analogue a celle qu*a employée M. Boukl, 
je définirai Tentier n par Tégalité 

oi\ yj est une constante positive finie. Je supposerai trailleura r assez 
grand pour que Ton ait n > m . 

On sait qu*on peut trouver ^ un nombre positif b tel que le t*""' 

facteur de G[s) soit, en module inférieur, a e ^'^'^ . Le produit des facteurs 
de rang supérieur ii n est donc, en module, inférieur a 



OD 



«*'*" V ^ . 



Il+l ^» 



p+l 



D'autre part 



'2- 



n(-a<^'- 



On a, par suite 



1 * t I Ti II H M 

Si nous supposons m choisi de telle sorte que ^{m) soit plus grand 

que I (ce qui est legitime, puisque (p(x) est une fonction croissante), on 
aura a fortiori 



os 



c o log|«(.)| < gr^ + 2rj^;r^ + . . . + ^' J^ + 6r^-//;. 



m m 



r/ étant, de méme que 6, une constante positive finie. 

15. Pour évaluer le second membre de Tinégalité (i i), je supposerai 
d'abord que Vordre p du produit G{z) nest pas eräier, 

Nous pla^ant alors, par le choix de ^(ic), dans le premier cas du § 5, 
nous pouvons remplacer les intégrales définies qui figurent dans Tiné- 
galité (ii) par les valeurs obtenues dans ce paragraphe. Faisons, pour 
Å</i 

* Voir en particulier Borel, Le^. sur les fmic. enf., p. 5^- 
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m 



Jjb nombre c\ sera fini ^ en vertu de Tégalité (5) du § 5 et nous savons 
en calcnler une liraite supérieure. 
De méme 



oe 



-^'/^Ti = '>..'?""«. 



Cy^i étant un nombre fini. 

Lmégalité (11) devient donc 

log I G{e) I < f/r'' + /y, it (//, nombre fini) 
ou 

(12) \(f{^)\<e'\ 

h étant un nombre fini; car nous supposons ici yo > />, en sorte que le 

rapport — devient infiniment grand en méme temps que r. 

La demonstration précédente serait en défaut si (jr{z) était de genre 
zéro. On poserait dans ce oas z = w^, q étant un entier assez grand pour 
que la fonction de w, G{u'') soit de genre un. La proposition du § 15 
s'applique a 6r(w'), ce qui montre que Ton a bien encore Tinégalité (12). 

16. De rinégalité (12), on peut tirer diverses conséquences. Suppo- 

smis qnil ej-iste des ytomlrres ^Tj , ^, , . . . , ^y^ telk* que Von ait h parttr (V une 

rertaine valetir de i 

rf >i(log/r...(log,ir. 



On prendra 



(T\ Ok 



\Yo\x 



^i^x) — x^' [\o^xY . . . (log^x)^ . 



yP ^-. fjU (log UY' , . . (log^ ff)"^ . 



' Jjorsque je dirai, dans le coiirs de ce travail, qn'uD nombre est fini, j'entendrai 
par lå qu'il reste ioférieur k un nombre fixa lorsque r ou n augmente indéfiniment. 
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Il en résulte évidemment 



n < rj^r^ {log r) "'. . . (log* rj *^ (^, constante positive finie) 

et ron obtient potir \G{2)\, a partir d'une rertaine valetir de r, la limite 
supérieure 

// restant, lorsque r augmente indéfiniment, inférieur a un nombre fixe. 
Ainsi se trouve precise le théoréme de M. Borel que jai rappelé au § i. 

17. Pour voir quelle precision il convient d'attendre de Tinégalité 
(12) dans le cas le plus general oii Tordre p est supposé non entier, je 
dois compléter le resultat précédent en donnant une limite inférieure du 
module maximum M{r) pour |^| = r. 

On pourrait déduire cette limite des théorémes de MM. Hadamard 
et ScHOU. On Tobtiendra plus rapidement de la fa^on sui vante. 

Uésignons par n' le nombre des zéros de (-r[z) dont le module est 

inférieur ä 3jr, )y étant un nombre inférieur a - , et posons 



(^{z) = G,{z)\\(. - '^y 



Lorsque i < n\ la partie reelle de log — * a une valeur iinie su 
périeure ä log . D'oft 

i '^ 

Ji étant un nombre positif fini. 

Considérons, d'autre part, Tintégrale 



Hn 1 z 



en désignant par C le contour du cercle de rayon r ayant son centre a 
Torigine. Oette intégrale est égale ä Tunité. Il est donc certain que le 
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inodule l^^il-^)! t»J^t Hupérieur k un sur uiie infinité d*arc8 de la circonférence 
C\ On a sur ces arcs * 

(13) \G{z)\>r-\ 

Dans cette inégalité on pcut donner a k la valeur lopfl - - i ). Faisons 

en particulier )? - 7-7 — • ^^^ pourra alors remplacer Tinégalité (13) par 
rinég^dlite 

Si, au lieu de ^t(^), on considérait une fonction entiéro quolconque 
F{z)y il faudrait substituer ä Tinégalité (13) rinégalité 

\F{z)\>\Fio)\,^'\ 

Liemarquons entin que le resultat subsiste si Ton remplace la circon- 
férence C par un contour quelconque de longueur k\ {k fini), dont tous 
les points sont a une distance de Torigine égale k k^r {k^ fini). 

18. 11 nous faut maintenant, pour compléter les resultats des para- 
graphes précédents, comparer les limites (12) et (13). Nous avons vu au 
§ 1 1 que, si Tordre p n'est pas entier, on peut toujours choisir la fonction 
^f{x) de iB^on que les fonctions w et (p coincident pour une infinité de 
valeurs de x indéfiniment croissantes. Uonc, pour une infinité de valeurs 
de r, le nombre n est déterminé par Tégalité r = 7j}\y tj étant fini et, si 

Ton veut, inférieur å - . On a pour ces valeurs w' = w . 

Mais il pourra arriver que pour certaines fonctions et pour certaines 
valeurs de r le nombre w' soit notablement inférieur ä n, On voit, en 
se reportant å la definition de 1?, qu*il en sera ainsi si la valeur de i{)(n) 
est elle-méme tres petite par rapport au module r„, c'est-ä-dire si la fonc- 
tion a){x) prenant la valeur r, pour x^=i ne satisfait pas aux con- 
ditions imposées ä if>[x). Il y aurait donc lieu de rendre plus exactes 
encore les deux limites assignées a M{;r) afin d'amener, 8*il est possible. 



' La demonstration sera valable encore si le produit 0{z) est de genre infini^ 

Mais, dans ce oas il y aura intérét k compléter la proposition en donnant k rj une 

valeur voisine de 1'unité. J^indiqiierui <lanrt lii troisiéme partie cette généralisation qui 
n'a point ici d'iitilité. 
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ces limites a coincider. Toutefois de teiles recherches ne semblent offrir 
au point de vue pratique que peu d'intérét: on n*a jamais rencontré dans 
les applications et on ne rencontrera vraisemblablement d'ici å longtemps 
que des fonctions pour lesquelles les nombres n et n' sont égaux. Il nous 
suffira donc d*avoir obtenu sur ces fonctions un resultat tout-ä-fait precis. 
Pour savoir dans quel cas on aura le droit d'identifier les nombres n 
et n\ il suffit d'ailleurs de se reporter au i$ 9, en considérant a nouveau 

la fonction o}[x) définie au i^ 4. S'il existe un nombre positif a tel qm 

1 

a 

les rapports — ' — — i^oient croissants a partir d'une certahie valeur de 

X nous ])Ouvons dans tous nos calculs remplacer (p par w. En particulier, 
le nombre n sera défini par Tégalité 

r = r]a}{n) = r]r„, 

yj étant un nombre fini quelconque que Ton peut prendre inférieur a - . 

On parviendra ainsi, loraque w(;r), c 'est å dire /\, satisfait a la con- 
dition qui vient d'étre énoncée, ä la proposition suivante: 

Si Von désiffne par h le vambre des zéros dont le module est inférieur 
ä rjr (>?<-)? on pour ra, a partir d'une certaine vahur de r, poser 

(14) M{r) --= e*", 

Ä étant un nonifnr positif Jim. (Jette inéf/aliU' restera rraie pour foute 
valetir de r, 

Ijé^alité (14) exprime en resumé toutes les propriétés du module M{r), 

19. Parmi les fonctions satisfaisant aux conditions énoncées, nous 
sip^nalerons en particulier celles pour lesquelles il existe deux rapports crois- 
sants de la forme 

iP {logiy . . , (logi i) P Vi 






i^ . . . (log^ i) 

Ces fonctions sont ä croissanre réf/nliére. 



o 
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Si Ton considére les puissances de la variable eomme les tjpes les 
plus réguliers de croissance, on pourra dire que la croissance de la fonction 
G{j8) est parfaitement régtdiére lorsque les nombres ^, , ^^ , . . . sont tous 
nuls. On énoncera alors le théoréme suivant: 

4SV Vov a a partir (V nuf* cnianic raleur r/p / 

Ti — - hi^ (A positif fini) 
fni aura (pour tonte valeur de r) ä partir (Vmw ceitame valefir de r 

M{r) = e'"^ (h' positif fini). 

Relativement aux fonctions a croissance réguliére, les inégalités (12) et (13) 
permettront d'énoncer, d'une maniére générale, la proposition sui vante: 

Si Von a ä partir d'une certaine valetir de i 

i^ilogir . . . (log^i)"^ < r, < i^ (log iy . . . (log.i)"^ 

k étant un entier, et e un nomhre arhitrairem4mt petit, Fmi aura, t) partir 
d'une rertaine valeur de. r 



,<!* + « 



^r/'(logr)*'i...(IoK»r)'^-» ^ ]\f(y\ <- ^»"^ (log»)"'... (!<>«*'•) 

20. Je vais maintenant compléter les resultats précédents en dé- 
raontrant la réciproque du théoréme énoncé au § 19. 

Cette réciproque a été, en partie, établie par M. Borel qui a montré 
que lorsque 0[z) est un produit de facteurs primaires, la double inégalité 

e^ ' < Mir) < e^'^' 

entratne, quel que soit s, å partir d*une certaine valeur de /' 

1 1 

i^ < /'i < i^ . 

On compléte aisément cette proposition en s'appuyant sur Tinégalité (12). 
Désignant par n la fonction inverse d'une certaine fonction (p{x)y 
nous allons montrer que légalité 

(15) 3f(r) = p*" (A positif fini) 
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supposév satisfaifr ä parfir d^unc (vrtahw ralrnr de r etitrame a partir d^tnir 
rertaine valeiir de i 

ri = h'(p{i) (Ä' positif fini). 

Nous savons déjä qiie cette éf^alité est satisfaite pour des valeurs de 
i indéfiniment croissantes, et de plus que Ton a a partir d'une certaine 
valeur de i 

Il s'agit de remplacer cette inégalité par une égalité. 

Supposons d'abord que la fonction ^{x) soit de la forine 



(f} Ok 

P 



A\ 



^[x] = x^ (log: xy . . , (log^rr) 

Si la proposition énoncée était inexacte, il faudrait admettre que, 
quelque grand que soit le nombre ÄT, (comparable par exemple ä log^t?,) 
on a, pour des valeurs w, de i indéfiniment croissantes 

Le théoréme du § 14 va nous conduire alors ä une contradiction. 
Faisons-y, en effet 

T)'aprés la definition de ^, on aura lorsque Wj sera assez grand Tinégalité 

w, <(i +a)Kr'n, 



i- 

i- i 



.1 

■ i 



ou a est un nombre positif qui deviendra, avec — , inférieur h tout nombre 

donné. 

Déterminons d autre part le nombre n^ par la eondition 



d'ou résulte Tinégalité 



^K)==i«:^(«,) 



»', <(i +a,)K''n^ 



(o, (levenant, comme a, arbitrairement petit avec -), 
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N0U8 allons nous reporter å rinégalité fondamentale du § 14, ou 
nous remplacerons 7} par w,. Elle devient 

1 • t' ^ Ti «, + K» 

Ijorsque i<^2, , on a ri> h'i})[i). 

Donc, si A est un nombre inférieur a 7;, on a (§ 5) 

?^ 7^ -7 < r;^r^ r/T~' u = ^'a-^i^^ (<"a constante positive finie). 



1 't 



D autre part 






pour ? > 7?j, nous nous servons de nouveau de linégalité i\ > /(»'^'(O» ^^ 
nous avons 

Posons alcrs 
P étant un nombre positif inférieur å i. On aura 

et par suite, si Ton se reporte å Tinégalité qui limite log|(T(if)| 

M{r) <eK-'n, 

c étant un nombre positif fini. 

Puisque K est arbitrairement grand, cette derniére inégalité est en 
contradiction avec Imégalité (15). L*hvpothése faite sur }\^ est donc in- 
admissible, ce quil fallait démontrer. 

Arta mathematiea. 2^^. Iiuprimé It* 12 ootiihre 190:). K; 
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On parviendrait au méme resultat en faisant sur la fonction ip{x) 
des hypothéses plus générales. Ainsi, Ton démontre ^ sans peine que le 
théoréme précédent subsiste integralera ent si Ton suppose simplement que 
la foncMmi (p[x) satisfait aur conditions du ^ 9, et que Von a de plus 



■-;.</'(^+'-;). 



/£ et V étant les deux nombres (compris entré le genre p et Tordre p) que 
nous avons définis au § 9, et ^ un nomln'e posiiif inférieur ä i . 

21. J'ai supposé dans ee qui précéde que K était un nombre pouvant 

dépasser tout nombre donné. Mais rien n*empeche, dans le raisonnement 

précédent, de faire de K une fonction croissante de r. 

Soit par exemple 

K={\og,ry, 

s étant un nombre arbitrairement petit. La demonstration précédente 
établit que 8*il existait des valeurs n^ de / indéfiniment croissantes, telles 
que Ton ait 

^\ = (log*r)Y(^i) 

on aurait, pour des valeurs de r indéfiniment croissantes 

D*ou le théoréme suivant: 

Si, quelque petit que soit le nombre Sj, la double inégalité 



' Si A est un uombre positif plus grand que I, on a 

(P{z) 

1 

L'égalité K^<p{n^) = </>(n) entraine donc n, <i Ki ^ n, et Pégalité ^(w,) = K(p(n^) 

i 

suppose r?, < K^n^. 

Tous les calculs faits plus haut subsistent alors, p étant remplacé par Tun des 

deux nombres - , - . 
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ne cesse pas ctetre vérijiée, ä partir (Vune vertaine valeur de /*, il en ser a 
de méme, de la dauble inéf/alité 

AV(i)<^<(log*n)'^(») 

å partir d'une certaine valeur de r^ {quelqiie petit que soit e). 

Ce théoreme, joint ä celui du i^ 17, nous permet en particulier 
d'éiioiicer la réciproque de la proposition démontrée å la fin du § 19 re- 
lativement aux fonctions å croissance réguliére. 

Un cas particuliérement intéressant oö le théoreme trouve a s'appliquer 
8OU8 sa premiére forme est celui oil la fonction étudiée est a croissance 
parfaitement réguliére, suivant le sens que j'ai donné a cette expression 
au § 19. On a alors le théoreme suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour que le module maximum M{r) 
soit, quel que soit r, éqal ä T exponentiélle é^'"'* ou h est un nombre fint, est 

que le rapport — soit fini, qu£l que soit n. 

71» 



Nous constatons ainsi que, au point de vue qui nous occupe, les 
inégalités (12) et (13) donnent des renseignements sufiFisamment precis sur 
la croissance de 3f(r), lorsque Tordre p du produit G{z) n'est pas entier. 
EUes conduisent a cette conclusion ^ que Tordre de grandeur de M{r) est 
déterminé par le nombre des zéros contenus dans le cercle de rayon r 
ayant pour centre Torigine. Ainsi se poursuit Tanalogie déjå observée 
entré une fonction entiére et un polynöme. 

Je compléterai les resultats précédents dans la seconde partie de ce 
travail en étudiant les dérivées successives de G{e), Mais je dois aupara- 
vant m'occuper du cas particulier que j*ai laissé de c6té: celui oii Fordre 
p de (r[z) est entier. Je serai ainsi amené a aborder le probléme de la 
détermination du genre d*une fonction entiére. Je me proposerai, en par- 
ticulier, de déterminer dans les cas restes donteux, le genre de la somme 
de deux fonctions entiéres. 



* La présence dans la fonction entiére étudiée d*un facteur ezponentiel e"^'"^ ne 
modifierait rien aux resultats obtenus, puisque p est supposé non entier. 
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Ia'8 foncttofUi iVo^Hlre entieå* et fa dMermination du fjent*€. 

2 2. Supposons que Tordre p du produit de tacteurs primaires (r{z) 
soit entier et egal d p. La proposition du § 17 subsistera sans modifiea- 
tions et Ton aura encore 

31 (r) > e'""' [h fini). 

Au contraire, si nous clierchons a assigner a M[r) une liniite supérieure, 
nous rencontrerons des difficultés qui ne se présentaient pas lorsque p 
n'était pas entier. 

CWsidcrons de nouveau Tinégalité (11) obtenue au i^ 14. Nous 
voyons que si p =" Ih toutes les intégrales du second membre de cette 
inégalite auront la méme limite que dans le cas general, excepté Tintégrale 



i 



m 






Nous pourrons donc, en tout cas, poser 



\G{z)\<e 't•'•^ 



// étant iini et n étant le nombre défini au ^ 14. 

n 

Pour obtenir une limite supérieure de la somnie 7 - , nous allons 



1 ^t 



étre amencs a faire sur la fonction if){x) une hypothése supplémentaire ; 
nous la supposerons choisie de telle sorte qu*il existe un nombre />, su- 

périeur å p tel que le rapport 

1^ 1 



w 



soit croissant ä partir d'une certaine valeur de x. 

Nous aurons alors, en appliquant les resultats du § 5 



n 

r'' / —<cn\o^n {c positif fini), 



m 
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(19) |<;(i?)|<f^'""+'"«^"«" (A, A, positiFs Hniji). 

Pour coluparer les noinbres ti et w', nous suivons la discussion du i^ 12: 

i®. iS"// ^.i7,s*/^^ ?*// nomim' a iyifrnmr a tel que Ir rappmi 

\_ 
zP (log xY 

(O 

adniette des valeurs indéfiniment rroissantes, on est assuré que les nombres 
n et 7i' coincident pour des valeurs de r indéfiniment croissantes. 

2°. S*il n*existe pas de tel nombre a, soit s un nombre arbitraire- 

ment petit: nous sommes eertains que le rapport - sera inférieur ä (logw)*, 

pour des valeurs de r indéfiniment croissantes; cela résulte iminédiatement 

du fait que le rapport des fonetions inverses -j est lui-méme inférieur a 

(lo^xy pour des valeurs de x indéfiniment croissantes v>? 12), puisque <ff{jo) 
reste compris entré deux puissances positives de x, 

On peut, lorsque Ton y a intérct, pousser plus loin T approximation 
en faisant sur la fonction <p{x) une hypothése plus precise. On pourra 
alors remplacer Tinégalité (19) par une égalité de la forme 

(20) K^(^)l < f>*'"+"«"^««'*-^'*«*", 

// et Aj étant des constantes positives finies et k un entier quelconque. 
Le rapport , peut étre alors, dans le c^as le plus general, inférieur a (log^w)'. 



23. Si yo, au lieu d'étre egal ä p, était egal å^ + i, on obtiendrait 
des resultats analogues. Ce semit alors Tintégrale 



CJD 



i 



djc 



^p+1 



qui foumirait une limite exceptionnellement élevée. 
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Supposons la fonction (p choisie <le telle sorte qu il existe un nombre 
p^ inférieur å ^ + i tel que le rapport 



a) 



i_ j^ 

soit croissant å partir cVune certaine valeur de x. On aura dans ce cas, 
rinégalité (19). H pourra étre avantageiix dans certains cas, de faire sur 
il^[x) une hypothése plus precise. On pourra remplacer alors Tinégalité 
(19) par rinégalité (20). 

On comparera n et // ä laide des resultats du § 12. S'il existe un 

entier k et un nombre a supérieur ä tel que le rapport 



€0 



surpasse tout nombre donné lorsque r est assez grand, on pourra faire 
coifncider n et n' pour des valeurs de x indéfiniment croissantes. 

Lorsqu*il n'existe pas de tel entier A, nous ne savons pas quelle 
precision nous pouvons attendre de la méthode de sommation exposée au 
§ 7. Dans ce cas, nous emploierons pour obtenir une limite supérieure 
de 1 6^(^)1 le théoréme ^ démontré en 1883 par M. Poincakb: 

Quelque petit que soit le nombre a, on a a partir d'une certaine va- 
leur de r 

(O 



Dans le cas oö nous nous pianons maintenant, le rapport — j^ 



i+« 



est, pour des valeurs de x indéfiniment croissantes, inférieur å un nombre 
fini (quelque petit que soit s). On a donc, pour des valeurs de n' indé- 
finiment croissantes 

rl^ ' < en' (log n') . . . (log, ny^\ 

n en résulte que si Ton adopte pour log|ö^(j2f)|, la limite supérieure 
ar'"*'\ le rapport de cette limite ä w' (log w') . . . (log, ii') sera inférieur a 
(log, w')* pour des valeurs de r indéfiniment croissantes. 

* Bulletin de la Société Mathématique, 1883. 
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24. On voit combien le resultat est moins precis que celui auquel 
nous étions parvenus en supposant p non entier. Il nous est impossible 
maintenant de faire coincider la limite supérieure et la limite inférieure 
du module maximum M{y), On pourrait supposer que ces limites sont 
mauyaises. Il n'en est rien puisque nous connaissons des fonctions dont 
le module maximum reste tres voisin soit de Tune soit de Tautre. Ainsi, 
pour reprendre Texemple que je signalais en commen^ant, le module maxi- 
mum de la fonction -p-r\ est, pour toute valeur de e^ egal å (>*"^*'«''. Au 

contndre celui de sin — est comparable å p*". 

Pour les fonctions sin — et yrr-r Tordre est egal au genre (ici a 

Tunité). On peut tres facilement former des fonctions de genre p et d'ordre 
j9 + I q^ présentent les mémes particularités. Par exemple, si 'p est pair 
et si les zéros sont deux å deux égaux et de signes contraires G{^z) est 
une fonction de z^ dont Tordre n*est pas entier: on lui appliquera la pro- 
position du § 14 et lon pourra conserver, pour le module |ö^(^)| la limite 
supérieure (12). Au contraire, si les zéros sont tous réels et positifs, Tin- 



tégrale / 



dx 



^ 



p+i 



se rapproche beaucoup de la limite que nous lui avons 



assignée. Considérons par exemple la fonction de genre zéro qui a pour 
zéros les points réels ?(logt)*, / prenant toutes les valeurs entiéres positives. 
Désignons par r? le nombre des zéros dont le module est inférieur å 2r. 
On aura pour z réel et négatif 

Ar r ^* 

n(--i)>-. n(-i)>^- 



^nlogt 



«+l 



h et \ étant des constantes tinies. On sait en effet que si 
f érieur a - , on peut poser * 

g étant un nombre positif fini. 



z 
ai 



est in- 



I a' I 

' On a, si O < a < - , log (l + a) > a — — 

2 



a 
2 1 — a 2 
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Nous ivcoiinaissoiis aiiisi (|ue, lorscjiu^ Tordre p est entier, les argu- 
ments des zéros peiiveiit avoir unc^ inlluence apj)reciable sur la croissance 
de (.i{z)^ La consideration de ces arjjfuinents peut seule nous permettre 
de ehoisir entré la limite (12) et la limite (20). Il est vrai que la limite 
(20) donne déja sur la croissance de M[r) un renseignement assez precis; 
mais elle ne permet pas de répondre a une question que Ton semblait en 
droit de se poser: nous ne savons pas, jusqu'ici, si le mode de croissance 
d*une fonction entiére sulfit toujours ä caractériser son genre. 

Il ne faudrait pas croire cependant que Tintervention des arguments 
des zéros doive nous priver de toute proposition générale a Tendroit des 
fonctions d'ordre entier. Mais, pour approfondir cette question, il nous 
faut d'abord étudier un probléme qui fut pose pour la premiére fois par 
M. Hadamard: ce probléme a rapport au module minimum du produit 
de facteurs primaires (t{z) sur une infinité de cercles, de rayon indéfini- 
ment croissants, ayant leur centre a Torigine. 

25. M. Hadamakd a compar^'» le module minimum de (t[z) a une 

exponentielle de la forme e"'^ \ Je me propose de préciser son théorfeme 
comme je Tai fait plus haut pour d'autres propositions du méme genre. 
Considdrons de nouveau la fonction (/^{t) qui nous a déja servi au 
i^ 14 et dét^rminons le nombro v par Tcgalit/; 

7] étant un nombre fini supérieure a 2. On peut ddt^rminer un nombre 
positif I) tel que Ton ait pour i > w 



i'-:y- 



Tpal 



H 



O"' 



h étant un nombre fini. On en déduit, en raisonnant comme au § 14, 



(21) 



'Z-~ +..+ — 21*"; 

1"' ^'laf 









-"^-\l' ^y-"^" f W' 



dx 



>f' 



m 



»I 



// et nt öinni des noml)res finis (m entier). 
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Si p nVst pas entier, le second membre de cette in(?o:alité sera sii- 
j)érieur a 



r. 



hn 



h étant un nombre fini. 

Si p était entier nous ehoisirioiis la fonction (p{x) eomme au ij i8 et 
le second membre de (21) serait alors en tout cas supérieur a une ex- 
pression de la forme 

k étant un nombre entier, h et A, des constantes positives finies. 

26. Il nous faut maintenant chercher une limite inférieure du produii 



N 



n(.- 

Ce produit est, en module, supérieur å 



2 



n 



r 



n 



(y\- |r/,|). 



Considérons d*abord les facteurs relatifs aux zéros pour lesquels on a 



soit -> i + a, soit 7 < I — a (a positif). 

Vf Vi 



Leur produit est évidemment supérieur ä f''^'*»". Le produit des facteurs 
restan ts est de la forme 



u 



(") 



n 



m 



r 

Vi 



ii\n <r< r,J. 



Pour étudier ce dernier produit, considérons sur une demi-droite issue 
de Torigine un segment egal a ojr, et mfirquons sur ce segment les points 
/"j j r^ i . . . , r„' . Décomposons notre segment en petits segments égaux en 
nombre supérieur ä 4//, et soient .s', , "^j , • • • » ^^in' > • • • l^s segments ainsi 
définis. Je vais marquer d*un signe convenu certains de ces segments en 
procédant de la maniére suivante. Soit s^ un segment qui contient q points 
ty, je marque ,s», puis les q segments qui suivent 8, vers la droite et les 
q segments qui le précédent a gauche. Si Tun des segments ainsi marqués, 

Äeta matkimadea. 38. Imprimé le 12 octobre 1903. X7 
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Sj^ contient ä son tour q' points z^, je marquerai encore les q' segments 
qui suivent Si^^ et les q' segments qui précédent s^. ^, et ainsi de suite. 
Lorsque Topération est achevée, le nombre des segments marqués est 
31/ au plus. TI existe done, en vertu des hypothéses faites, au molns n' 
segments non marqués. En particulier, il existe des segments non marqués 
dont les points sont a une distanee de A et de B proportionnelle ä r, 
Ainsi lorsque r' appartient ä Tun de ces segments, on a bien 

v 
pour i < m - > i + a 

Vi 



et pour i > n' - < i — a' 



(a et a' positif fini). 



Soit maintenant r^ le premier zéro situé å gauche du point r\ On aura 
n+. — r' > rjr^, , ... r,+,. - Z > jyr^ . . . , 

r'-r,>rjr-^,, . . .r'- n_,+, > r^r^, . . . . 

27. Il va étre facile, maintenant, d'obtenir pour r = / une limite 
inférieure du produit (22). Soit en effet 



7r 



* + i;. 



On aura, évidemment 






v—\ 
— ^v-vlogw -f ^ logi 



>e 



fl élant positif fini, ou 



fiC-^- 



— (v-vlogn'+ J'{lof(x)dx 



>e 



^ f3—0i^—^(l<^fin'—\ogw) 



Or, puisque v < n\ on a 



p log - <n, 



par suite 
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A étant un nornbre positif. De méme 



t 






i—in 



rinalement, on pourra poser 

ri(-r}>-"- 

et Ii restera inférieur å un nombre fixe lorsque /• augmentera indétinimeut. 
Nous pourrons par suite énoncer le théoréme suivant: Si Tordre p nest 
pas etitier, on a sur um infiniU de cercles C de rayons hidéfiniment crois- 
sarUs ^ 

(23) \G{z)\>e-'\ 

n étant le nombre défini au ,^* 2/, et h restant inférieur å un 7iomhre Jijce. 

' On poorrait déterminer avec plus do précisiou la situation des cercles C et se 
demander s'ils förment des couronnes de quelque épaisseur. Le raisonnement du § 26 
prouverait que dans un cercle G de rayon r, les conronnes oä Tinégulité (23) est satis- 
faite förment une portion finie de Taire totale O. Mais il est facile d'aller beaucoup 
plus loin si Ton remplace h par une fonction croissante quelconque de n, par exemple 
par log 71. Considérons å part dans le produit (22) tous les facteurs pour lesquels la 

T 

dilférence r — r» est, en module, supérieure å - . Le produit de ces facteurs est su- 

n 

périeur å 

g — An log n 

Les valeurs de r» laissées de c6té se trouvent toutes sur un segment ss^^ propor- 

^* . . . . 

tionnel å - qui sera iufiniment petit par rapport k r, lorsque r augmentera indéfiniment. 

Le nombre y des points Vi situés sur un tel segment sera donc infiniment petit par 
rapport å n, sauf peut-étre pour un nombre négligeable de segments «5,. Braisonnons 

alors sur le segment 88^ comme au § 26, en rempla9ant rj par - . Nous le décom- 

poserons en n parties et nous pouvons affirmer que le nombre des intervalles partiels 
dans lesquels on n'a pas 

r* — r' > 7-, . . . n^i — r' > jyr — , 

Il H 

est iniiniment petit par rapport å ss, (puisque ce nombre est proportionnel å v). 
On en déduit que dans le cercle C de rayon r, les couronnes oä Von n^a pas 

|6?(»)| > e-*»»«8« 

fornienf lorsqice r augniente indejiniment une aire infiniment petite par rapport h Vaire totale C, 
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Si p était entier, la limite inférieure de |6^(^)| serait, sur des cereles 
de rayons indéfiniments eroissants, celle du second membre de (21). 

Ce théoréme fait pendant ä eelui du i^ 13. Nous pouvons en tirer 
le resultat suivant qui correspond au théoréme de M. Poincahé: 

Si F(z) est une fowiion tndiere quelconqiw de genre p il e.viste une 
injinité de cereles de rajfoyis ind4'Jinimeyit eroissants snr lesquels on a 

\F{z)\>e-"'^\ 

quelqu^ jjetit qiie soit le nombre s. 

28. Le théoréme précédent va nous permettre de compléter les re- 
sultats que nous avons obtenus sur la croissance des fonctions d*ordre entier. 

La serie /_ — étant diverii^ente, le nombre //' des zéros de module 

inférieur a /• sera en general, pour une infinit^ de valeurs de r, supérieur 
a er'', c étant une constante finie. Le module maximum M\r) sera alors, 
pour ces valeurs de r supérieur ä 

e''' {h positif et fini). 

Cette j)ropriété peut servir a caractériser les fonctions de genre egal 
ou supérieur ä p, Nous savons, en effet, qu'elle ne peut pas appartenir a 
une fonction de genre j) — i . 

Mais il est possible, lorsque p=p^ que les nombres ii' et n restent, 
a partir d*une certaine valeur de r, inférieurs ä er^ ^ quelque petit que soit 
s. Ti en sera ainsi, par exemple, pour la fonction de genre 1 qui admet 
pour zéros les points log 1 , 2 log 2 , 3 log 3 , . . . (on fera dans ce cas 

Considérons une telle fonction. EUe sera, dans le cas le plus general, 
de la forme 

(riz) étant un produit de facteurs primaires et H{z) un polynome de 
degré p — i ; nous poserons 



(24) 



n 



n étant toujours lo nombn^ détini au s; 14. 
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n 

Soit 2_^ — = /y. Kn general le nombre A •■\- Ii »era supérieur en 
1 po.i 

module å un nombre positif fini //, pour des valeurs de w indéfiniment 
croissantes. Soit r la valeur de \z\ correspondant ä Tune de ces valeurs 
de )i, A Tintérieui' de la couronne limitee par les cercles de rayons r et 
Yjr {tj nombre positif fini) ayant leur centre a Torigine, on aura dans 
certains angles 



P i a? 

e 



> e 



Appliquons, d'autre part, a la fonction G^iz)e"^'^ le théoréme du § 27; 
nous pouvons affirmer, en conservant les notations de ce paragraphe, que 
Ton a sur uno infinité de cercles compris dans la couronne 

\(i,{z)e"^'^\>e-'^'' (A, positif tini). 

Donc, puisque nous supposons ici que 

n < sr^y 

on aura en certains points de ces cercles 

\F{z)\>e"\ 

Cette inégalité est satisfaite pour des valeurs de r indéfiniments crois- 
sants. Cest bien lä encore une propriété caractéristique des fonctions de 
genre p, 

29. Mais le raisonnement précédent serait en défaut si la somme 

« 

N 

J 4- y* — P ^^^^^ intiniment petite. Or cette circonstance peut se presenter. 
En disant que F{z) est de genre />, nous avons supposé, sans doute, que 
la serie ^ -> n'est pas absolument convergente: mais il peut arriver que 

^ i 

cette serie soit semi-convergente (les «, étant rangés par ordre de modules 
croissants) et ait pour somme — A. Il se peut alors que Ton ait a partir 
d'une certaine valeur de 7i 

quclquc petit que soit s. 



^'A y iosfue^ 



Vl-tf 



/f ^ ^ ^ ^ # Mf$UHh$Mm, ^éf$$ ^érfin #J#f (24;^ a paitir d^ane certaine t»- 

Mmiiä ^'<< ''W«i M»rif|^iioiMiif| //' modulr maximum de F{z) perd tous les 
nmiih^ivh tjul dh/lnf/téfilfhl wlh' JhiiHimt df (/(mnt p des forwiions de genre 

1^^ hMiHliiMi l''{0) |HiMi rnitirn iiioitiM vito que certaines fonctions de 
HMIMM fl I HM|i|MmoiiM \mr dxoiiiplo qiroUe Hoit un produit de facteurs 
|)iiiMiUl'MN imImimMimiI jMiur ^(^nm Imh poiiiin rdoJH 

U |M*niUMil IimiImm Itm valourM outii^^roH pimitivoH) F{z) sutisfera, dans ces 
tMihtllliiiHM, w [\\\\^\i\{\\U^ (U) du ^ 1,^ ot 1'on uura a partir d'une certaine 
valiMir do « 

Ov uoun avouvi \u au^ «'4 quo la fouotum do v:t>ure zéro qui admet 
\s\s\\\ é\\\\\iik Uvä p\uutii ♦\^Uv^*^* \i piwnaut touttv^ Umsj valeurs entiéres po- 
MMv^^^ a m^^ uu^luU^ umxiuuuu wmjuimWo a 
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(Mte fomiiim de genre zéro rroH dmic pIuH vite qw* la foncfiov de f/ertre 
un F{z). Le cas exceptionnel qui vient d'étre signalé présente par suite, 
au point de vue de la recherche du genre, des difficultés spéciales, et son 
étude va nous conduire å des resultats inattendus. 

30. M. Hadamakd a, le premier, déterminé le genre d*une somme 
de deux fonctions entiéres, lorsque ces fonetions ne sont pas d'ordre entier. 
Il a démontre que, dans ce cas, la somme de deux fonctions de r/enre p est, 
un plus, de genre p. Gette proposition n'a pas pu, jusqu'ici, étre étendue 
aux fonctions d*ordre entier. C/ependant Tavis coramun des auteurs qui 
ont écrit sur ce sujet, était que, suivant toute vraisemblance, elle devait 
subsister pour ces fonctions. Je vais montrer qu'il en est bien ainsi en 
general, mais que la proposition peut cependant étre en défaut dans 
certains cas exceptionnels. 

Soit f^{z) une fonction de genre p a laquelle nous ajoutons une 
fonction f^[z) de genre inférieur a />. Si f^{z) ne présente pas les ano- 
malies signalées au § 29, on a sur une infinité de cercles 

// étant fini et e arbitrairement petit, par suite 

ce qui prouve que la somme fi{z) + f^{z) est de genre p, 

f^{z) ne peut donc pas étre la somme de deux fonctions de genre in- 
férieur a p. Ce resultat équivaut ä celui qu'a obtenu M. Hadamard 
dans le cas des fonctions d'ordre non entier. 

Mais les choses ne se passeront plus ainsi si f^{z) satis&it a Tinégalité 
(25), On aura, dans ce cas, ä partir dune certaine valeur de r 

(26) |/',(^) + /;(^)l <''"'. 

e étant arbitrairement petit, ce qui ne permet pas d*affirmer que la somme 
/i "t" /a ®®* ^^ genre />. Supposons que cette somme soit la fonction F{z) 
du § 28, et appelons a^ ses zéros. L*inégalité (26) prouve que la serie 

7 ~ est semi-convergente et a pour somme — A . Mais elle ne prouve 
^^ a? 



13(5 
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pas que la serie <les modules 7 .— . soit divergente. Or de cc quo eette 

condition est satisfaite pour f\{z) il ne rcsulte pas qu'elle le soit pour h\2). 
En d'autre8 termes, si Ton ajoute, par exemple, å la fonction F{z) 

définie au § 19 une fonction du genre zéro eroissant plus vite que /*'(^). 

rien ne parait sopposer ä ee que la somme soit elle-méme de genre zéro. 
Il existe ainsi un oas exeeptionnel oö la somme de deux fonctions de 

genre p parait se comporter comme une fonction de genre i> + i . Je 

vais montrer par un exemple que cette circonstance se présente en eCFet. 

31. Soit f^{z) un produit de facteurs primaires de genre zéro, ayant 
tous ses zéros ri^ réels et positifs. On sait que |/,(^)| prend la méme valeur 
lorsque Ton donne ä la variable z deux valeurs imaginaires conjuguées. 
Cherchons comment se comporte t\{z) lorsque z est au-dessus de Taxe des 
quantités reelles, en supposant que r/, satisfasse, ä partir d*une certaine 
valeur de 1, å la double inégalité 



/ (log i) 



:\l+a-r 



^t < i (log i) 



;\i+« 



a étant un nombre positif plus petit que un et ;' arbitraireraent petit. 
Nous supposerons par exemple que Ton ait 

Appelons — C la partie reelle de z et supposons-la d'abord negative. Déter- 
minons ensuitc le nombre n par Tégalité 



(27) 



n {log ny ^"^ = rjr, 



7j étant un nombre plus grand que 2. Nous avons, lorsque C> o 



n(-^) 



> I et 



n<-:;) 



1. + 1 ^ 



X 






(k étant un nombre positif), car on a \z — ^^|>C+^^•. Or 



r* I r dx n log n 

fti J «(log«y + « "~ an (log w)^+« 
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Posons z = re*^^^\ On a C= — reosö. 11 en résulte que 



30 

C^ — > A^j w log w I cos ö I (Äj fini) 



et Ton a 



(28) |/;(^)| > e*"'"*"!^^''^» {k positif fini). 

Soit alors ft un nombre arbitrairement petit supérieur a j^. Tant 
que Ton a 



— QOH0> rrzi 

(log ry i' 



on a, en vertu de (27), 



(29) \f^{z)\ > ^*«o«8»)'' > ^*i^a"go-»-«^^. 

Supposons maintenant que la partie reelle — C de z soit positive. 
Posant eneore z = re^^'\ montrons que fcmt que eos ö satisfera ä Tinégalité 

cos d > 



Ton aura 

(30) I f^{z) I < e ^•-oo»")'^ < ^-v..(iogr)--i-«+^^ 

//' et h[ étant des nombres positifs finis. 

Pour établir eette inégalité, il suffit de renmrquer que Tordre de la 
fonetion de z^ f\{^)t\{ — ^) n'étjint psis entier, on peut appliquer a eette 
fonction le théoreme du § 14. On a donc 

(31) \fÅ^)fÅ—^)\ < f'^^^^^"«'^"' """"^ {h, positif fini). 

Or puisque y < (i^ eette inégalité ne peut étre conipatible avec Tinégalité 
(29) que si Ton a au point — z Tinégalité (30). 

32. Désignons maintenant par f\[z) un produit de faeteurs primaires 
ayant tous ses zcros b^ réels et négatifs, et supposons que Ton ait 

i (log «y +«'-^' < — bi<i (log 7)'^"' 

a' étant un nombre positif quehonque et f un nombre arbitrairement petit 

Acta mathematica. 28. Imprinié le 13 octobre 1903. IS 
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inférieur å y9. En raisonnant comme au paragraphe precédent, on constate 
que dans la region du plan o\x Ton a Tinégalité (29), on aura 

(32) \f,{^)\ < ^-^^^^«^)-^-^'-'^ {g positif fini). 

De méme on aura, en méme temps que Tinégalité (28), Tinégalité 

(33) |/;(^)|><?'^(""-)-"'i-*i; 

on aura, par suite, dans les regions du plan, ou rinégalité (30) est vérifiée; 
(34) I /,(^) I > ^"^'"«^> -'■"■"'' iff positif fini). 

Considérons alors la somme 

EUe ne peut 8'annuler pour \z\ = r qu'ä rintérieur d'un angle dont la 
l)issectrice est Taxe des quantités imaginaires et dont la moitié a un sinus 

inférieur ä ,, .r ä- D*ailleurs les zéros de F(z) ont deux a deux des 

(logr)* >* ^ ^ 

valeurs imaginaires conjuguées. Désignons ees zéros par ^', , ^'^ , fe 

vais montrer que F{z) est mif" fouction (ht (fi*nre un. 

Séparant dans <\ la partie reelle de la partio imaginaire, posons 



Si nous suj)|)Osons que I'\z) est de genre zéro, nous aurons 

A|)pelant plus particulierement a le plus petit des deux nombres 
a et a', nous obtiendrons le module maximum M{r) de F{z) en faisant 
z = — r, f^[z) satisfait alors a Tinégalité (28), oti eosö=i, ei f^[z) 
vérifie Tinégalité (32). On a, par suite 

F{—r) > e*'^i'»«^)-" {h positif fini). 

l)'ailleurs le théoreme general du i^ 22, appliqué a f^{z) nous donne 

F{—r) < (>*>ci««-)-"+^ (Ä/ positif fini) 



Sur quelques propriétés des fonctions entiéres. 
d^oii il résulte {§ 17) que Ton a å partir (Vune certaine valeur de i 
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/•^> a; i (log i) 



.A«-r 



(ÄJ positif fini). 



Cela pose, aiipposons que F{z) soit de genre zéro, on aura certaine- 
ment poiir des valeurs Wj de / indéfiniment croissantes 

r„, = K^ { w, ) avec (p{i) = i (log iY~^ et K= (log //, )^' , 

j-^ étant egal ou inférieur a i — ol + J', ce qui permet de prendre, par 
exemple ;^, > 5;* (puisque nous avons supposé que 4;^ < i — a). 
Reprenons les notations du § 20, et faisons 



r = A:'-V(«.) = i&(«), (ö<y. 



Nous ol^tiendrons en nous reportant aux calculs du § 20 (ou nous 
f erons ^ = , ^ = i ) : 






- ' 1 

nr 2: L 



<e 



hK~"n 



(-■ 



- , h positif fini j . 



T)'autre part, puisque 



h\< 



n 



(log r) 



1-/?' 



nous aurons 



n ■ :i 

»1 + 1 ^ 



2*,r(l..gr)-' t--» 2; ' 4*,rS J^ 1 

<r "'""^ "•^''' (A, positif fini). 



CCi 



Pour évaluer la somme ^^y^-^, nous procederons comme nous avons 



»,+1 ^* 



CO 



fait au § 20 pour la somme >'''^^^ ^, , (en faisant ^>+i=2, yo=i). . 
Nous obtenons 



»i+i ^« 



00 

r' ^\<K " « (p, = 6 > c). 



»i+i*"» 
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I)*autnf part, pui^quc la »érie y\ - est supposée convergente, nous 



avon» 



r (loK rj~'"^^ yl < Ar (log z)"*'*''^ (A* positif finij. 



NouH al>outiHsrins donc finalement Ji cette conclusion que 3/(/') est 
iiif(5rieur a la plus granrle des deux expressions 

I)*ailleurH, puiwiiie Ton a r>- et ^i ^ ST» ^^ ^ nécessairement 

T — r/' "^ ^ ^^^) (Vautre part on aura, lorsque - et par suite y9 seront assez 

])etitH 

a < I — y9. 

|j(^H iiK^^jfalitcIs pri^jcjedentes se trouvent donc en contradiction avee les ré- 
Hultats ol)tenuH plus liaut sur le module maximum de V{z). 

On en conclut que Thypotliese d apres laquelle i\z) serait de genre 
z(5ro n'est pas admissible. 

Nous aurions pu i)arvenir au méme resultat en procédant un peu 
cliff(;renunent. Le produit F{z) F{ — z), considéré comme fonction de z^ 
(wt unc^ fonction de genre z(5ro et (Kordre non entier. Or il résulte des 
inegalit(m ol)t4»nueH aux §§31 et 32 que cette fonction a méme module 
nuiximum (pour |;e?| = A) que le produit F(z), On peut donc lui appliquer 
le theoreme du § 21, (jui conduit au resultat cherché. La méthode suivie 
|)luH haut seml)le cependant pref^ral)le, |)arce (ju'elle manifeste mieux Tin- 
flu(»n(H» (^xerc(1<^ par les arguments des zéros de F{z) sur la croissance de 
son module. 

Nous ])ouvons énoncer maintenant la proposition suivante: 

S(Ht f\(^z) fuif foNction dr r/rnrr ziro ajjant tous ses zrros treh vt positif s 
et tvis que Voif nit a partir d'uNr (vrtai)iv vcdenr de i 

/(log/V+" >'<a,<^(log^)^+^ 

a rtant H)t uomfnr positif plus prtit que utt et y arbitrairement petit. Soit 
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(Cauire part f^[z) nne fonction dant tous les zéros sont réels et nf^atifs et 
tels que Von ait ä partir d'une certaine tmhur de i 

a (Hänt un nornhre positif quelconque {f arbitraireniePit petit). La sommr 
f\{^) "^ f^ii^) ^^^ ^'^^ fonction de genre un. 

Un cas particulier intéressant est celui oii f^{z) = /*,( — z), On voit que 
si f^{z) satisfait aux conditions indiquées plus haut, la somme f^{z) +/!( — z) 
sera une fonction de p^enre un. M. E. Lindelöf ^ vient de faire connaitre 
un resultat équivalent qu il a obtenu de son cöté et qui rentre dans ce cas 
particulier. Posant 

M. Lindelöf établit directement que la somme f[z) + f[ — z) est de genre un. 
Faisons une derniére remarque au sujet de la proposition qui vient 
d'étre établie. Si elle s*appHque å deux fonctions f^{z) , f^{^z\ elle sap- 
pliquera également å la somme 

c étant une constante quelconque. 



DEUXIÉME PARTIK. 



Pour rendre applicables a Tctude des équations différentiellos les re- 
sultats obtenus sur la croissance d'une fonction enti^re, il nous faut con- 
sidérer maintenant la dérivée de la fonction et détenniner, en particulier, 
Tordre de grandeur de cette dérivée par rapport a la fonction elle-méme. 



* Coinptes reudus de rAcadémie des Sciences. 30 décembre 1901. 
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La dérlvée lof/arithmlque d^une fonction entiére. 

I. Les noiiveaux resultats que j'ai en vue ne peuvent évideniment 
pas étre des conséquences des inégalites obtenues plus haut: car on sait 
qu*en general on n'a pas le droit de dériver une égalité asymptotique. 
Cest en faisant de nouveau intervenir ici le fait que la fonction consi- 
dérée, F[z)^ est entiére que je pourrai obtenir sur F'{z) des renseignements 
beaucoup plus precis qu*on ne Tavait fait encore.^ 

L'étude de la dérivée logarithmique d'une fonction entiére a déjå été 
tentce par Laguerre et avec plus de détails par M. Vivanti.* Mais aucune 
proposition compléte n'a encore été démontrée a son sujet et, d^ailleurs, 
quelques-uns des resultats énoncés par M. Vivanti demandent a étre pre- 
cises. Cest pourquoi certaines propositions tirées par lui de ses tbéorémes 
ne se trouvent pas étre entiéreraent exactes, entré autres celle-ci que la 
samme de deux fonations entiéres de f/enre p est tonjours de genre p au plus. 
Nous avons vu plus haut que cette proposition comporte un cas d*ex- 
ception. 



* DaDS son mémoire sur les zéros des fondions entiéres, M. Borel a donné une 
limite supérieure du module de /'^'(«). Posant 

F(z) = a^ + a^z + a^z'^ + . . . 

M{r)=^\a,\ + \a,\r + ... 

A/'(r)-- |a,| + 2\a,\r + ... 

M. BoKKii a moutrc que Ton a, quel que soit e, å partir dune certaiiie valeur de r 

^f'ir) < [3i(r)]l+^ 

' Giornale di Baltaglinj, 1884 et 1885, F(z) ét^ut une fonction de genre j> , 

\F\z)\ 
M. ViVANTi dit que (fans rerfains nntfles le raintort -- , „, , feiid rers zéro. taiidw Que 

rJ'\F{z)\ 

le rapport p!_| 1 jp} .% angmeat^ hidéjimmeni. Mais pour que la premiére partie de cette 

proposition iiii vraie il serait uocessaire de faire des hypothéses tres parti culiéres sur 
les arguments des zéros. Quant a la seconde partie, elle n'est en tout cas pas exacte, 
comme nous le constaterons un peu plus loin. 
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2. Soit (r{z) un produit de factours primaires de genre p 



» . . * . *' 



«w-ri('-f}-"*" 



pa 



f 



On a 



//^) = r • = > 1^ — T + ;, + • • • + -7 



zP 



— ' ai(z — Qi) 



Étudier la variation du module |.9(2?)|, comme nous Tavons fait pour 
|(t(;2?)|, lorsque le module \z\ augmente indéfiniment, semble une question 
dépourvue de sens, puisque la fonction g{z) a ä distance finie une infinité 
de pöles. Mais si Ton exclut du champ observé le voisinage des poles, 
ce qui revient ä considérer (/{z) dans eertaines regions ou en certains 
points, on constatera que le module de croiasance de (/{z) est bien, ce- 
pendant, une propriété caractéristique de la fonction: il result-e, conmie 
celui de 0{z), de la distribution des points r/^. 

3. Proposons-nous, d*abord, de trouver, on certains points, une limiti^ 
supérieuro du module |//(i2f)|. 

Je traiterai pour commencer, un cas i)articulier, celui qui donnera 
lien aux resultats les plus complets. Je supposerai qu'il existe un angle y 
ayant pour sommet Torigine et ne contenant aucun des points a,. 

Posons 1^1 = ^', |^',| = ''t, t-t dcsignons par z un point situé dans 

Tangle - de méme bissectrice que j-, Je vais déterminer en ce point une 

limite supérieure de > — 

Jjes formules élémentaires relatives au triangle oza, donnent immc- 
diatement 

I z — (ii I > r sin - et \z — a^ \ > )\ sin ^ . 



De lä nous allons déduire la limite cherchée. 

Considérons d*abord le cas general ou Tordre p de la fonction entiére 
0{z) nest pas un nombre entier, et formons de nouveau la fonction (p{z) 
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qui a etc détinie dans la premiére' partie, au § 9. Elle est telle que Ton 
ait, pour i> w, >\>^''(i). Définissons, alors, le nombre n par Tégalité 



^{n) = rp- 



7] dtant un nombre positif fini. 
()n a 



^'P 



wm 

Z 



T^aJU — Oj) 



H 

^ sin7 V rf "^ '' " r 7 [vH'^'Vi''' 

1 ^ « SID *^ 

2 «• 



r étant un nombre fini. L'integrale définie qui figure dans le demier 

c H 

membre, est d*ailleurs, comme on Ta vu plus haut/ inférieure ä -^ {c^ fini). 
()n obtient donc, dans ce eas: 



r^ 



fl 

/ n 



a{(^ — a,) 



1 " 
r 



// restant inférieur ii un nombre fixe. 
I)*autre part 



r 



p 



4W 



^af(3 — r/,) 



00 
sin ' ^ ' * ' 



puisque /> est supposé différent de y> + i . 
Nous avons donc, finalenient 



(O 



|//(2?)|<Ä- (// positif fini). 



4. Cette inégalité peut étre mise sous une autre forme. Désignons 
par ^(r) la fonction inverse de ipix). Cett^ fonetion satisfait aux condi- 
tions énoncées au § 8 de la premicre partie: on a donc 

fp'(r) = A-^-^ {k nombre positif fini). 



* Premiére partie, S '5- 
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Nous avoDs établi, plns haut, Tinégalite 

\og\a{z)\<h^{r). 

Nous constatons, maintenaut, qu'au point 2, on a lé droit de dériver cette 
inégalité; c'est-a-dire que Ton a 



qxz) 

G{z) 



<i>,'pV-\ 



Ä, étant, de méme que h inférieur a un nombre fixe. 

On voit immédiateraent que la proposition subsiste dans le oas oö la 
fonction entiére étudiée contient un facteur exponentiel e"^'^ ^ dont lex- 
posant est un polynöme de degré p au plus. Mais elle pourrait cesser 
d'étre exacte, si Tordre p du produit de facteurs primaires G{z) était egal 
ä jp ou a j|; + I. On choisirait alors la fonction ip[x) comrae il a été fait 
au § 22 ou au § 23 de la premiére partie et lon remplacerait Vinégalité 
(i) par une inégalité de la forme ^ 

(2) |,^(,)|</,,p-. + Ä,!il2giL^^iii^», 

Ä" étant dans cotte inégalité un entier fini, et les nombres //, Aj restant 
inférieurs a un nombre fixe lorsque r augmente indéfiniment. 
D^ailleurs de Tinégalité 



H 






il résulte immédiatement que Ton a nécessairement 
(2') \f,{z)\ < ^r" , 



s tendant vers zéro avec 

r 



* On constaterait uisément que dana certains cas exceptionnels, bien que G{z') 
soit de genre j>, on pourra avoir dans Tangle j' å partir d'une certaioe valeur de r 
une inégalité tel le que 

\y(')\ < ,- ■ 

log r 
Au contraire on aura toujours, lorsque r est assez grand, 1'iuégalité (2'). 

Aeta mathematica. 28. Imprimé le 14 octobre 1903. 19 
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5. Ces resultats font exactement pemlant h ceux que nous avona 
obtenus relativement a |^'(i^)|. Nou^s les compléterons tout a Theure en 
démontrant la réciproque de la proposition précédente. Mais il convient 
auparavant d'examiner le oas oii il n'existerait pas d'angle j' satisfaisant a 
la condition énoncée plus haut. 

Nous allons constater qu'il suflFit, dans ee oas, de multiplier la limite 
(i) par le facteur lögn pour étre assuré que le module |.9(-e)| lui reste 
inférieur, du nioins en certains points ou sur certaines lignes. 

Pour parvenir å ee resultat nous ferons appel a des considérations ana- 
logues å celles qui nous ont servi a étudier le module minimum d'ane 
fonction entiére. 

Soit toujours /* un angle iini ayant pour sommet Torigine et dans 
lequel se trouve le point z, Nous supposerons plus particuliérement que 
z soit dans un angle f intérieur et proportionnel a /•, les cotés de f 
faisant avec ceux de /• des angles qui sont eux-mémes proportionnels a /•. 
(Les rapports de /• a ces angles sont des nombres finis.) 

Jja som me > -j-. r étendue ä tons les pAles situés hors de Tangle 

*-^ r'i\z — Qi I 

Y a évidemment la méme limite supérieure que dans le cas précédent. 
Parnii les pAles restant8, considérons d'abord ceux pour lesquels on a 

- > 1 + r? ou -* > 1 + ^7, 



Vi I 



d ('tant un nombro positil*. De ces incgalites, il resulte, dnns h^ premier oas 



dans le seeond oas 






k et A:, étant des nombres finis indépendants de r. I ax méthode du § 3 
s'appliquera donc encore a la somme 2' relative a ces p61es, et cette somme 
sera inférieure a la limite (i), ou du moins (lorsque/? est entier) h la limite (2). 

6. Nous n'avons pas encore épuisé les termes de 2'. Pour obtenir 
une limite supérieure de la somme restante, je raisonnerai comme au § 26 
de la premiere partie. 
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Soit y le nombre des pöles que nous avons encore a considérer, et 
soit /' Tarc intereepté par Tangle y sur la cireonférence de rayon r ayant 
pour centre Torigine. J*appellerai a, le point ou cet are est rencontré par 
la droite Oa,, les points ot, étant numérotés dans Tordre ou nous les ron- 
controns, lorsque nous parcourons /' dans le sens positif. 

Décomposons Tarc F en iV arcs égaux, N étaM super ieur ä 4w' (w' 
désigne le nombre total des pöles de module inférieur a r), et appelons 

fti } 1% y • • • » fty ^®s ^^^s ^^^s' définis. En raisonnant eomme dans la pre- 
miére partie (§ 26), je constaterai qu'il existe plus de N — 3/2' arcs ft 
jouissant des propriétés suivantes: si z est un point de Tun deux, la 
distance de z aux deux extrémités de Tare F sera du méme ordre de 
grandeur que 7 ; soient, d*autre part, a^ et a^+, les points a situés de part 
et dautre i\e z sur lare F; on au ra 



are («,♦,— ^)>;^-- »i'^' {^i,i — ^) -^^''^' 



are (z 



yr 



fX^) > .y . • • i»"<- («i t+ I — •^) > P' -y • 



On en déduit aisément les inégalitos 



y v 



^ 8111 ^z -- «,) r rr r 

fl étant un nombre positif Kni. 

Nous pouvons alors calculer au point z une liinite supérieure de la 

somme / -^- : étendue aux points (l considérés. Le rapport - étant 

tini pour ces points, on aura 



v 



^'^ 9\ V^ * '* ^ 1^8 ^ 



■'^' L,r':\z-ai\ r L, sin {» - a,) ^ 



h étant inférieur a un nombre tixe. 



r »• 
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En noii8 reportant maintenant aux resultats obtenus plus haut, nous 
conntatoDH que Ton a au point z 



|//i^j| < /' H C' , /'' nombre jTositifs linis). 



Nou8 pouvonH donc cuoncer la proposition suivante: 

iSV Fordri' p lu^i^t pas tnäif^r, il rjisfe. quel que satt i\ uiie infiniU' 
(Varfiununds 6 tch qne Von nit 

// (iant Hiw nntHtantc finir (4 n Ir nombre déjini an ^ 14 (Fremiere Patiie). 

Si Tordre /> du produit ('[z) etait entier, on choisirait la fonction ^ 
comme il a ^te fait aux §§22 ou 23 de la premiére partie, et on pourrait 
étre ainené ä remplacer Tinégalité précédente par une inegalité de la fonne 

|ry(/-."^')|<A/- ' + ''■" '"^"';-'"'^"-, 

on k est un entier, // et //, des nombres positifs finis. 
Dans tous les oas, on aura en vertu de (2') 

I, u - , I lih' loff 1/ . 
,y(;v/'v-)|< f---Vtl-'\ 

s tendant vers zéro avee 

r 

7. Insistons un peu sur riuegalité obtenue dans le cas ou Tordre 
/> n'(^st pas entier. Il est <dair (jue les arcs sur lesquels cette inegalité 
est vérifiée sont (Kautjint plus grands que la constante h est elle-méme 
plus grande. Si Ton remplaoait // par une fonotion croissante de r?, par 
oxeniple log log /^ on pourrait affirmer que les (tres du cerrle C de rnyon 
r sur lesquels ri)u'\(/alifé 

n lo^ n lo^ n 



!n-)\< 



& " •" f->i 

r 



Hest pas rentier (nd uur saniwe iiifiunueuf petife par rapport a la lom/ueur 

tofidr du rcrclr C. 
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Supj)Oson8 en effet que Tanj^le y considéré plus haut, au lieu d'étre 
fini, ait pour siiius , et considéroiis d abord tous les pcMes situés en 

dehors de cet anijcle et tous ceux pour lesquels on a 

r , I r, , I 

< I +:j OU ^> I + - -. 

i*t log, n r log, u 

Jja somiuc 2' relative ä tous ces poles est éviderament inférieur a la liniite 
(4) puisque la seule moditication apportee aux calculs des §§ 3 et 5 consiste 

a remplacer les constantes finies . -, k et /', par des nombres proportion- 

nels a Xo^^n. Faisons maintenant, au i; 6, .Y = 7/. Il est clair que, 
(juelle ([ue soit la situation de Tarc T sur le cercle (\ le nombre p de- 
viendra, lorsque r augmente, infiniment petit par rapport ä A^, exce])té 
peut-étre pour un nombre limite d'arcs T (e'est-a-dire d'angles y) dont la 
somme est infiniment petite par rapport a la longueur totale du cercle (\ 

D'autre part, si -^ est tres petit le rapport, ä T de la somme des arcs 

partiels y9 sur lesquels on a Tinégalite (3) tend vers Tunit^. L*inégalité 

(3) équivalant maintenant (pour r~ 1 , A^=w) ä Tinégalite (4), la 

proposition énoncée est bien établie. 

8. On obtiendrait des resultats analogues si Ton posait le méme 
probleme d'une fafon un peu différente. 

Proposons-nous de déterminer une limite supérieure de |.(/('2f)| en tous 
les j)oint« de certa,ines circonférences ayant Jeur centre a Torigine. 

On a, en posant | a^ | = )\ 



> 



z^ 



r^ (Z — /7y) 






' w - I > ' I 



Jja somme 2' relative aux pöles pour lesquels -7>i +(?ou->i +^ 

Vi T 

se calcule comme au § 5. 

Su])posons d'autre part que r soit situé dans Tun des intervalles du- 
finis au § 26 de la premiére partie. On aura en conservant les notations 
de ce paragraphe, lorsqne 



IM 

len iD^alité» 



n + i — r 
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A' 1 


N 

<-, 
tr 


• • • 

'■ 'i+i r 


N I 

r ' ' r — rt-n-i 


N 

<- 

tr 



Si <lonc iiouH cou8idéroii8 tous les poles (au nombre de v) pour le»quel8 
7 < I + <? ^>u -* < I + r7, la Homme 2' correspondante sera inférieure ä 

Ä-logv, 

h ctant Ull nombre positif fiiii. 

Le rcHultat suböistiiiit tant que N> 4//' et v étaut inférieur a ;«' et 
fl n , nou8 pouvons énoncer la proposition »uivante : 

Si Vordre p nest pas efitier, il ewistc une inJiniU' de rercUs ai/arit Icur 
rrntrr if Vorigiwt rf des rai/07fs indéfiniments eroisnavts fels que Von ait en 
rlfarun dr Irurs points 

|.'/WI<* = '=^, 

// rtdftf nnr nntstauti* positive fnir rt n Ir itomhrr drjini an § 1 4 dr la 
premii*rr partie. 

Si Tordre p de (i{z) était entier on remplacerait, coinme plus haut, 
Tinéj^aliti'^ precédente par 

(/• entier, // , A, finis). 

NouH l)ornant an ras uf) p )U'sf pas ridirr nous i^énéraliserons la pro- 
position preeédente eonime celle du § 6. Si nous eonsidérons sur Taxe 
des /• un segment de longueur r, nous pouvons affirmer que les points 
r' do ce segment tels que Ton nait pas sur tout le cercle de rayon r' Tiné- 
galite 
/v I / \ I An log n log, n 

(4) \M\< — % *"• ' 

förment des segments dont la somme est infiniment petite par rapport au 
segment total. 
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Rapprochant ee resultat de celui du § 7, nous énoncerons la propo- 
Hition suivante: 

Soit une aire A proportionnelle a /*', par exemple le cercle Ö de 
centre O et de rayon r. Les regions de ce cercle oit Tinégalité (4) nest 
paa vérifiée formeirit une aire ivfiniment petit^ par rapport h V aire totale A. 

9. Ainsi, si Ton prend la précaution d'exelure du champ de la va- 
riable le voisinage iramédiat des pöles, on peut limiter le module de g{z) 
exactcment comme on a fait pour celui de la fonction entiére G[z). 

On obtient d'ailleurs immédiatement une réciproque du théoréme dé- 
tnontré au paragraphe précédent. 

Supposons que le long d'une circonférence C de rayon r, on ait 

\g{z)\<B{ry 

Soit n' le nombre des pöles de g{z) dont le module est inférieur ii 
r. On a 

d'oi1 



(5) j<Iul}(r\ 

Il ('tant un nombre positif fini. 

Si^ qnel que soit r, il eriste mte rirronférenre de rayon rp' (oy ,fini) 
jouissant de la propriété ivdiquée^ (m peat afiirmer que rivéf/alité (5) est 
vérifiée pour tonte valeur de r. 

IjCS nombres n et v' qui figurent dans les inégalités (2), (4) et (5) 
sont eeux que nous avons déja rencontrcs dans la premiere partie. Nous 
avons vu que, lorsque Fprdre p nest pas entier, ces nombres sont sftre- 
ment égaux pour une intinité de valeurs de r indéfiniment croissantes. 
Nous avons de plus défini au § 18 les oas oii ils eoincident pour tonte 
valeur de /*. La comparaison de ces deux nombres, dans le cas oit p est 
entier, a été faite aux §§ 22 et 23. 

Le voisinage des pöles ayant été exclu du champ de la variable, comme 
il a été dit au § 8, désignons par /w(r) le module maximum (pour |i8?| == ') 



152 P. Bontronx. 

de ffie) (lans les réi^ions restantes. Nous dcVluirons en particulier du tluv 
orenie du § 8 et de rinejjfalite (51 que si, a partir d'une certaine valeur 

de /•, /^ rapport -^ re.ste rompris. quel qur soit /, enfrr deiijr nombres Jiniii, 

i 

1r rapport — _, sera sHj/érirur a nu nombre ^fire ft in/Meur a logr. 

Si Ton reprend Texpression employée pour les fonetious entiéres, on 
peut dire que, dans ce cas, la croissance de la fonction (/{z) est parfaUe- 
meut rrfftiliere. Ma is la fonction-type ä laquelle on compare le module de 
f/{z) est, cette fois, une puissance finie de r, au lieu d'éti-e une exponentielle. 

Plus généralement, si To7i a, a paiiir d^une mtaine valeur de i, que!- 

que petit que soit £, 

1 1 

i' < r, < i' , 
on aura, a partir d'uve certaine valeur de r, 

s' tendant vers Z('ro arer 

r 

10. Il nous reste a démontrer un theoreme correspondaut ii celui du 
§ 20 de la premiére partie. 

Supposons (|ue Ton ait, a partir d'une certaine valeur de r 



ni{r) = (Ä positif Hni), 



// etant Tinverse de la fonction 



ff, m, 



r = ^[ri) = n^ (log ny . . . (log^ u] ^ , 

Vordre p vétant pas eidier. 

Je dis que rmi a, a partir d'une rrrtaine valeur de i 

1 
//' < {f. < h'\\ogi)p [h', h" positifs finis). 

Supposons, en efifet, que Ton ait, ])Our des valeurs 11^ de / indéfini- 

mont croissantc^s 

1 

r„, = A'■^(n,)(lo?«,)^ 
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K dépassant, lorsque //, augmente indéfiniment, tout uombre assigué 
d^avance. 

Faisons 

r = K^~^(l){n^){\o^y}^y (y9 positif, inférieur ä i). 
On aura, d 'apres les ealculs efifectués au § 20 de la premiére partie 

w, <(i + a)K-P^^-'^hi^ 

c etant un nombre positif. 

D^ailleurs le nombre >/' des poles de module inférieur a r est inférieur 
a ??,, et Ton a 

On aura done, dans les regions définies au §§ 7 et 8 

\r/{i2)\< K~'')i {(\ positif), 

ee qui est en contradiction avee les données. Jj*hypothése faite sur /„ est 
done inadmissible; ee qu'il fallait déraontrer. 

En particulier, si la rroissawr de g{2] est parfaifemeiit réf/uliere, c'est- 
a-dire si mir) est proportionnel a r'*"', a partir d'une certaine valeur de 
r, (nt aura, a partir d'aiw rertainc ralrar de ; 

^'' < ~ < //" log / (//', //" positifs finis). 



II. ]j'étude de la fonction méromorphe ff(z) conduit, on le voit, a 
des resultats qui rappellent de tres prés ceux que nous avons obtenus re- 
lativement aux fonctions entiéres. Afin de niettre mieux eneore cette con- 
nexion en lumiére, je vais maintenant eomparer la croissance de (/{z) h 
eelle de la fonetion entiere (t{z). 

Ada mathcmatiai. *JM. Iinpriine le 14 octobre 1^«»3 *20 
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Désignons par //' le nombre des )>oi]its a- dont le inodule ent inférieur 
a Tjr, 7j étant Uu-mhne inférieur a , Jr dis qutm urte infimté de points z 
do m(HlvlPS indéfimm^mt rroissavts, (m a simnUanément les inpffalit4\s 

^'U)| >'*"', |/y(^)| >/'."'. 

// et A, étant des nombres positifs finis. 

Posons eomme au § 14 de la premiére partie 



o{z) = ri,(z)U{^-'y 



On a, quel que soit z sur le cercle C de rayon r ayant son centre 
å Torigine, 



(7) 



rj (• -0 



>e 



hn 



(h positif et fini). 



On ealculera de möme une limite inférieure de 






si z est réel, et egal a ^ (f = r), on aura pour i < v' 



Par exemple 






D^ofi 



(8) 



b\ 52 ^:^. \>ki {k positif fini). 



Donnons maintenant ä r une valeur particuliére r,. Quel que soit 
r, , il oxist/^ sur le cercle C de rayon r, des arcs le long desquels la partio 
reelle 

est positive. (Premiére partie § 17.) Panni les rayons issus de Torigine 
et aboutissant aux divers points de ces arcs, il en est une infinité sur 
lesquels la fonction Ji[^og(T^{z)] est continue ainsi que sa dérivée. Nous 
avons toujours le droit de supposer, apres avoir fait, si cela est nécessaire, 
le changement de variable z' = ze^^~' que Taxe reelle est Tun de ces rayons, 
et nous aurons alors pour z = $^ = r, Tinégalité 
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On peiit dailleurs diaposer de la nou velie variable z' de fayon que c, soit 
arbitrairement graud, et par suite, (si c© öst un point donné de Taxe reelle 
(Co <^|), ^t ;/J la valeur eorrespondante de t/,'), de fayon que Ton ait 

A, (iaut un Hombrr in/rrieur a k, Nous coucluons de lii qu*il existe entré 
Co et c, des points c tels que Ton ait 

en cffet, s'il n*en était ])aö ainsi, Tintégration du premier niembre de c© ^ 
c, donnerait 

^[log^',(c,)] < /;[logr/,(f,)]-Ä,«:iog| <o, 

ee qui est contraire a nos hypothéses. 

Nous pouvons aflfirmer en outre qu*il existe des points f oii Ton a 
siraultanément Tinégalité (lo) et Tinégalite 

ii[\oga,m>o. 

Supposons en eflFet que cette derniére inégalite ne soit pas satisfaite 
aux points ^ définis plus haut; comme elle Test au point fj, il existera sftre- 
ment entré f et f, des points Co o\x la fonction R[log(.r^{$)] sera positive 
est croissante: Tinégalité (lo) sera donc satisfaite en ces points, qu'il est 
loisible d'appeler c- 

1) ailleurs les inégalités (7) et (8) sont toujours vérifiées en ^, et Ton 
a nli<n' (puisque ^>$q). Il en résulte que Ton a simultanément les 
inégalités 

(11) B[\ogCim > lo,', U[^^^> (k- k,)f 

h et k — /•, étant des noinbres positifs finis, ce qu'il fallait démontrer. 
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12. Kn supposant Tordre p de ^r(c) noii ontier, nous jwuvons coiu- 
pléter encore le resultat précédent. Nous avons vu que pour une infinite * 
de valeurs de r indéfiniment croissantes, on a 

|r;(c)| < ^''^' et de méme |<r,(c)| < ^^"•'' (//, potitif tini), 

)i* a\ aut la uiéme signification qu'au § 1 1 . 

Supposons, en particulier, ces inégalités satisfaites pour z réel est egal 
a c^. Nous voyons alors qu'une condition suflFisante pour que rinégalité 
(9) soit vérifiée est que Ton ait 

^1 "i loK J > /'l «i , 

ou 

Co 

ce qui laissera tini le rapport J. 

Co 

Sacliant que ce rapport est tini, nous constatons d'al)ord, (d^aprés le 
théoreme fondamental démontré dans la premiére partie), qu*en tout point 
^ compris entré f^ et Cj lon a ' comme en ^^ 

m(f,)|<r^^"' [h^ positif Hni). 

l)'autre part, nous savons (§ 8) que Ton a, dans une infinite dint^^r- 
valles partiels compris entré Cq et fj, rinégalité 

(12) 4 W)] ^ ^' ~"f^'' *^' p"8it'f fi»^')- 

Je dis quV^;/ /f/^r iufinitr di' ponds <? re^A' hmpditr strå satisfaitr rit 
mhn^ trtnps que les inégalités (11). 

Supposons en effet qu'en un point f ces derniéres inégalités soient 
seules satisfaites, et donnons maintenant ä yi' une valeur fixe proportionnelle 
a ^^o. Appelons fj la premiére valeur de c supérieure a c' pour laquelle 



* pour toutes, si la croissance de ö(^) est réguliére. 

' pour r = ^, comme pour r = f^,, le rapport de u au nombre ?i du § 3 est fini. 
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on ait rincgalito (12) (fj peut ctre cette fois plus grand (juc Cji nm\s lo 

rapport ~ est tini, en vertu du théoréme du § 8). x\u point fl lon a 

Co 



jSdiogGir,)! 



. u log n 



et on nienie tenips 

puisque la fonction ^[log^r(f)] na pas cessé de croitre dans rintervalle 
c'<?, . l)'ailleurs, le rapport J étant iini, on aura toujoui>> 

Co 



.^Ajii 



13. Si nous revenons maintenant a la variahle js et si nous rempla- 
(;ons c par sa valeur >', nous pourrons interpreter coinme il suit les inc- 
galités précédentes. 

Si G(z) est une fonetion entiére dordre non entier et n' Iv nombie 
drfini au § 11, on aura simuUaw'^meut pour unr inJinHé de valeurs de z 
sélohjnant indéfivhnent de torufine^ Véfialité 



e^''(r{z) 



< 



hn 



(A étsmt un nombre positif fini ot a un augle ronipris entré o et 2;r) et 
Végalité 

/if[f''"(r"(^)J- /i%'*'', 

/i rtaul un wtmhre positif supérieur a un nombrr Jini et inférirur a log;/'. 
Cette proposition perniet d'étudier la croissance de la fonction n' de 
/*, lorsque le produit (r{z) est défini par une équation différentielle du 
premier ordre \\ laquelle il est supposé satisfaire. On substituera dans 
réquation aux expressions e'^'(f{z) et /i[e^(T'{z)] les valeurs qui viennent 
d*étre données, et Ton <'alculera u' en égalant le resultat a zéro. 

1 4. Les propositions précédentes ne fournissent, certes, que des ren- 
seignements tres vagues sur Tallure générale de la fonction f/{z). Mais 
elles mettent en évidence lexistence de certaines regions qui offrent quel- 
que intérét au point de vue théorique. Dans ces regions rinlluence per- 
turbatrice exercée par les påles sur la croissance de la fonction est la méme 



158 P. Boutroux. 

quc 81 la dwtribution de ce» polen était uniforme: Cest ce quexpriinent 
le« inégalité-s (3). Il existe par suite des portions étendues du plan (par 
rapport auxquelles toutes les autres seront néglijifeables si Ton se contente 
de Tinégalité (4)) ou Tinfluence des poles sur Tordre de grandeur de la 
IVmction est, ello aussi, négligeable. Crt ordre dr f/randenr drpmd iimqup- 
mnit dr la naturr de la shif/tdaritr essrntiellr dant ou s'approclu\ exacteraent 
c;omine il arrivait pour les fonctions entiéres. On voit par la que le mode 
de croissance de f/{z) est bien un element fondamental de cette fonction, 
indépendant de la situation particuliére des poles. 

Des considérations de cette nature sont nécessaires pour justifier Tétude 
de la croissance lorsque Ton a a faire å des fonctions méromorphes. Elles 
8 appliquent en revanche å des classes de fonctions beaucoup plus étendues 
que celle des fonctions ff(z). 

Considérons par exemple une fonction méromorphe qui n'ait que des 
poles simples, les résidus correspondants étant des natnbres finis. Il est 
facile d'étendre la notion de genre ä de telles fonctions. Si Ton a une 
fonction de la forme 

(13) ru) = £ -'f"-- + u{z), 

H{z) étant un polynöme de degré p — i au plus, et la somme 1 étant 
absolument convergente dans tout le plan, excepté aux points singuliers 
r/,, on pourra dire que la fonction * f{z) est de genre p, 

Les nombres 6» étant tous finis, il est clair que f[z) satisfait, dans 
les mémes conditions que ff[z)^ aux inégalités (i), (2) ou (4). 

Si Ton voulait généraliser encore ce resultat, il faudrait supposer que 
b^ au lieu de rester fini est, comme a,, une fonction croissante de Tentier 
/. La raéthode des paragraphes précédents s appliquerait encore a ce cas. 



^ Si Ton adopte, pour les fonctioDs méromorphes, cette défiDition du genre, les 
fonctions méromorphes de genre p ne seront qu'une catégorie tres particuliére de la 
classe des fonctions qui s'expriment par le quotient de deuz fonctions entiéres de genre 
p . La plupart de ces derniéres fonctions seront, å notre point de vue, de genre infini ; 
cai* leurs résidus deviennent généralement infiniment grands avec r. On rencontre de 
graves difticultés lorsqu'on essaye de développer de telles fonctions sous la forme (13). 
Cette forme de développement a été étudiée par M. Borel dans un iraportAnt mémoire 
pnblié on 1901 duns loa Annale.s de rÉcole Normale Supérieure. 
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I^es déHvées Hticres»ives de g{z\ 

15. Pour rendre les resultats précédents applicables a Tétude des 
équatioDS diflFérentielles algébriques d*ordre supérieur au premier, il faut 
étendre nos considéralions aux dérivées successives de la fonetion ff{z), 

lia proposition du § 3 se laisse aisément généraliser. ()n a 

p 1 



*"^ l. a; (z — a,) a i {z — /i,) J 



Nous bornant au cas oil Tordre p du produit infini (f{z) n^est pas 
entier, supposons qu*il existe un angle fini y ayant son sommet a Torigine 
et ne contenant aucun des points r/,, on aura, lorsque 2 est dans Tangle 



de méme bissectrice: 
2 






et par anite 






sin 
2. 



Or nous avons déterminé au § 3 une limite supérieure de la somme 
qui figure dans le second membre. Si nous introduisons de nouv^eau la 
fonetion (p{x) de ce paragraphe, et si nous posons 

(p{v) ^= 7/r {rj fini) 

nous aurons 



\g'(z)\<hl, = hy(rl 



h et Ä, étant des nombres finis, et ^(r) désignant comme au § 3 la fone- 
tion inverse de <p{i). 

Le méme raisonnement s'appliquant a une dmv(?e quelconque de 
fjl{z), on aura 
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h et Aj t'tant linis. En dautres termes, on a le tiroit de dériver autant 
de fois quon le veut Tinéjralite (i ♦. Cela n'était, comme on sait, nnlle- 
ment evident ä priori. 

1 6. Ces résnltats si simples ne snbsistent malhenreusement pas dans 
le eas general ou il n'existe pas d*angle fini ;- ne contenant ancun p61e 
de la fonction. Nous allons, ponr etudier ce eas crenéral, faire appel å des 
ronsidérations analo^es a eelles du § 6. Ijsl difficulté du probléme pro- 
vient, iei encore, des [K)les qui sf)nt voisins du point z ou Ton considére 
la fonction. Nous pouvons donc, pour un instant, faire abstraetion des 
autres p/>les. 

Soit A une aire proportionnelle å H^r'^ et contenant le point z. Lä 
forme de cette aire n'important pas ici, je supposerai qu'elle est un carré 
de coté egal ä Hr. Soit v le nombre des poles de g{z) contenus dans 
ee carré, et soit S un entier tel (|ue Ton ait, par exeniple .V* > 321;. 
DécompoHons le carré A en X^ petits carrés touH éii^aux ayant leurs cAt^s 
paralléles. Xous dési^nerons ces carrés par 

^? /'lv 

.... b., 

A chaque pole a^ contenu dans A je vais faire eorrespondre un 
certain nombre de carrés b que ]'exclurai du champ de la variable z. 
Cette correspondance satisfera a la condition suivante: si z est un point 
(juelconque du champ conservé, Tun au moins des carrés correspondant a 
a, aura tous ses points plus voisins du point z que n'cn ost ^z,. Pour 
établir uno telK^ correspondance entré los poles (i; et les <*arrés />, je pro- 
cederai c^omme il suit, ombrant au fur et \\ mesure les carrés choisis. 

Soit (Ii un pole situé dans le carré A,^: nous ombrerons, s'ils ne le 
sont pas déja, le caiTc bj^^^ et les huit carrés, b\.,.b'^^ qui Tentourent. 
Si quelques-uns de ces carrés, par exemple b\^b'^^b'^, sont déja ombrés, 
nous ombrerons tous les carrés (en nombre inférieur a 16) qui touchent 
ii la figure formée par bj^^^ , b\ , bl^ , b'^. Mais il se pourra que dans certaines 
directions les carrés qui avoisinent immédiatement cette figure soient eux- 
mémes déja ombrés: voici alors comment cm operera. Menons par a^ les 
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paralléles aux c6iés du carré A, et diviaons chacun des quatre angles 
droits ainsi formés en quatre angles égaux; nous fonnons ainsi seize angles 
dont je considérai Tun en particulier, Tangle uOiU' par exemple. Träjons 
ensuite åea cercles /' de centre Oi et de rayons eroissants, et soit /", le 
premier de ces cercles qui touche, dans langle ma.m', a un carré non 
encore ombré. ?', déterraine dans Tangle mAjM' un secteur C|a,c! tout 




entier extérieur au carré bjf Si alors z est un point quelconque situé 
dans une region non orabrée de Tangle uafit', il est clair que tout point 
de bjf est rooina éloigné de z que le point «(. Désignons en effet*par Ii 
la distance de ö; ä g, par r le rayon «/-, et par p le cöté de 6,^. /'étant 
un point quelconque du carré fi,*, nous pouvons remplacer le chemin /> 
par un chemin, plus long, ainsi composé: un segment fe, paralléle å Tun 
des c6tés de ft,,, dont la longueur est inférieur å />, un are ed de la cir- 
conféreuce de centre ff, passant par e, are dont la longueur est inférieure 

ä -s- , {r < r' <r -\- fl), enfiu un segment ds du rayon a^z, egal h R — r'. 

Le chemin total est inférieur a 



Ii — j( I - 



)+/> 



et par auite k Ii, du moins si >■> ip. Or lorsque r< 2p nous retombons 
dans le cas simple traité plus haut oii certains earrés avoisinant immédiate- 
ment soit h^ , , soit les huit earrés qui Tentourent ne sont pas encore ombrés, 
Ecartant ce cas particulier, nous voyons que si dans chacun des seize angles 
qui entourent a^, nous faisons correspondre å ce pflle un carré tel que 6,,, 
la correspondance ainsi établie satisfera bien aux conditions voulues. 
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Si plusieiirs carrés joiiissent de la momo propriété que h^^, ou choisira 
l'uii quelconquo cVentre eux. Si a^ est uu polo multiplc ou recomnienccra 
Topération précédente en supposant ombré le carré hj,^, 

17. Cette suite d'opérations fait correspondre å chaque p61e a^ 16 
caiTés h au plus. Si donc iV^>32p, il restera finaloment plus de 



2 

carrés non orabrés. Il y en aura donc, panni ceux-ci, dont tous les points 
seront a une distance du contour de Taire Ä supérieur å rjHr^ tj étant 
un nonibre fini. Soit z un point d\in tel carré. Ce point jouit des pro- 

priétés suivantes: les poles les plus rapprochés de z en sont å une distance 

^ Hr 
supérieure a ^, et ils sont au nombre de 8 au plus; d*une maniére géné- 

■ 

rale, le nombre des pAles dont la distance a z est inférieure ä fi"^ est 

inférieur au nombre des carrés h dont les points sont a une distance de z 
égale ou plus petite; ce nombre est donc inférieur ä ^jij + i). Modifions 
alors la disposition ordinaire des indices des poles situés dans laire A et 
classons ces polas d*aprcs leur éloignement du point z, Nous aurons 

\z—a,\>H^ . . . \z — a^\>H^, 

• • 



■K 'I V 

le nombre des pöles dont la distance ä z est comparée ii //^ étant egal 

a 8/. J croit de i ä // et Ton a 2// < y v. 
On déduit de lä les inégalités 



(14) 



// v 1 ,-< > 8y v < 8 ^ < 



..V' , N' 



H'^ 7 , r. < 7 8^4—» < ^' « ^oq;/jl (k nombre fini) 

//' v i ,4 < V 8/ .. . < /•, -,- (/• uomhre fini) 



et ainsi de suite. 
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On peut interpreter simplement ces inégalites en disant qu'au point 
z les sommes préccdentes ne peuvent dépasser la valeur qu'elles prendraient 
si la distribution des pöles (ti etait uniforme, c'est-ä-dire si chacun des 
carrés b sauf ceux (au nombre de 9) qui avoisinent immédiatement z con- 
tenait un p61e et un seul. 

18. Ces divers resultats étant acquis nous pouvons calculer au point 
z une limite superieure des modules de (i\z) et de ses dérivées. 
Considérons la somme 



V- 

Lorscjue (f, est dans Taire A définie plus haut, le rapport 



z 

öl 



est fini. 



Jja somme 2' correspondant uux pöles situcs dans A est donc inférieure, 
en module, a 

lltyM^f^ (/' positif fini). 
h' étant le nombre détini au i:; 5, le rapport , sera sArement inférieur a 

f v 

un nombre fixe, si Ton prend, par exemple, pour iV le plus petit carré 
de nombre entier supérieur a 321;. Si alors nous supposons fini ^ le nombre 
Hj le module de la somme 2' sera inférieur (puisque 2/£ < yp) ä 



//j f — (A, positif fini). 



Considérons maintenant les pöles restants et d'abord ceux (en nombre n\) 
dont le module est inférieur ä r, Pour chacun de ces pöles, on a 

|i^ — flf,| > ÄT [k positif fini). 

Par suite, si Ton suppose que Tordre p du produit de facteurs pri- 
maires G{z) n*est pas entier, on aura 



^'' 11 :vj^ !:. . h < T*" S ~\ < Å^« (^' P^^^*^^ ^^^^- 



n étant toujours le nombre défini au i^ 3. 



* Oii obtiendrnit d'autres théorémes si lon supposait que le nombre H croit in- 
définiment avec r. Cf. J? 1 9 et § 26. 



i«i 



P, fikriitr>>fix. 



P^/ur k* p^ple^ åf. modale f^apériear ä r, qai »ont extérieors k Taire 

A. ifu anni 

1^ — ni\> kr i 'Är positif fini;. 

lia i¥ptu%f%H X fUfrrHi^\f(m(\ante »era donc inférieure, en module, k 






• i-i 



r; 



ou a ^^, ^- 



V| positif tinii. 



Noiii< uvouH ilonc finalemen t 



y 



l)*ailleurH la M<>mme 



r- ^^ 



afC;? — OiY 



Ä , + '', - — :f — (Ä , A, positifs finis). 



■»I 



I»-» 



r «M^ — ö'») 



(^)iral<! Il ' ' cHt sftromont, au point Zj inférieure au second membre de 

T 

NouH pouvoHH alors dnoncer le théoréme suivant: 

Si Vordrc de (i{z) nrst pas mtur, il existe une infimté d'aires indé- 
Jinimnd rloif/rircH de Forifiirie, ou Von a 



('5) 



//('^)|</'-J-' 



h rrstfwt iufmrur (t un nombn* fixe, rt n ayant la méme sif/nijication 

ilHdU § 3. 

Si Tordro /; 6i\x\\i ontior, on dotiTminerait le nombre n comme au § 22 
cm au ^23 do lu promu^^ro partio, et Ton remplacerait Tinégalité (15) par 
uiH* iuoffiditi'! <1<^ la tonne 

\!l'{:) I < In' ' + '*i^;^^* '' {k eutier, h , Ä, positifs finis). 
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On vérifie d'ailleurs aisément en se reportant aux sommations précé- 
dentes que Ton a dans tous les oas 

6 tendant vers zéro avec - . 

r 

19. Insistons maintenant sur le oas ou lordre p nest pas entier. 
Il résulte de la demonstration du § 1 8 que si le rapport — est fini, (nous 

71' 

avons vu qu'on peut prendre en tout cas N^ proportionnel a 32v), la somme 
des carrés partiels dans lesquels Tinégalité (15) est satisfaite est dans un 
rapport fini avec Taire totale Ä. Si Ton rempla^ait la constante k par 
une fonction croissante de n, par exemple par log log ?2, on pourrait aller 
plus loin. Considérons par exemple le cercle C de rayon r ayant son centre 
ä Torigine. Je vais montrer que Irs réffions dr Vaire C dam lesquelles 
ThiégaUté 

i ,/ s\ '*^ log n . log, »i 
(16) |.9'M|< 

nest pas vnifiée ont une somme infiniment petite par rapport a Vaire totale 6\ 

Supposons en effet que le coté du carré A soit egal å m\ le nombre 
a étant arbitrairement petit avec - . Pour tout p61e a, situé en dehors de 
Taire Ä on aura les deux inégalités 

\z — (7, 1 > aÄ-j r , 1-2? — r/, | > al\ r, {k^ positif fini). 

Si donc dans le paragraphe précédent on fait k = ak^, on constatera que 

la somme I correspondant a ces divers pöles est inférieare ä -5--, {c positif 

fini). Faisons d*autre part au § 17 N= n^ H^a. La seconde inégalité 
(14) nous montre que Ton a dans certaines regions de A 

hn* log v 



£ |7"-^' < "'a4*~ ^* P^*^*^* ^^')- 



On vérifie de méme que, dans les regions considérées le rapport ' ■ -- - 
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ost inférieur au secAmt] ineiiibre de cette inéi^alité. 11 en est par suite de 
ineme ^ de |//'(/)|. 

Faisijiis en ])articulier a— , ; Tiné^^alitc (i6) se trouve satisfaite 

X log, n 

dans certaines réf^ions de laire .1. Or il est clair que quelle que soit la 
situation du earré A dans le cercle (\ le nombre v des poles qu'il eontient 
deviendra, lorsque /* eroitra, infiniment petit par rapport a X: il ne pourra 
en étre autrement cpie pour un nombre limite de carrés A dont la somme 

est elle-méme infiniment petite (avec -) par rapport 5i Taire totale du 

cercle (\ D^autre ])art, si t? ^^^st tres petit, le rapport a A de la somme 

A* 

des carrés partiels b ou Ton a les inégalites (14) tend vers Tunité. Cest 
bien le resultat que j^avais annoncé. 

20. llne méthode identique permettra détudier la fonction f/'\s) et 
se.s dérivées successives. Nous pouvons donc, sans reprendre la suit<? des 
raisonnements précédents, énoneer les resultats suivants qui résultent des 
inégalites (14). 

// (triste dvs ain%s iftd/^fininirnf rloif/Uf^rs dr Vorifintr otf ron a, en mhur 
trniffs quv rinrf/alitr (15) Irs inéfjaUtrs 

('7) i//"(^) I < /'. ",^" . k"(^)i </',■''•■• 

h^ rf h^ rtattt drs ron.stanfrs positivr.s Jinirs, 

De méme, en raisonnant comme au § 19, on constatera que dans des 
regions du cercle C dont la somme a avec Taire totale (J un rapport tendant 
vers Tunité, on aura en méme temps que Tinégalité (16) les inégalites 



1 (j: 



8i Tordre p était entier, il faudrait également diviser par a' la limite obtenue 
au S 18. On a, en tout cas, dans certaines regions du carré A de cöté ar rinégalité 

e tendant vers zéro avec - . 

r 
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u^ (Jog, liV- , ,,, • I ^ i*'{\oir uy 



/■ I I y. 



2 



logjW peut cVailleurs étre remplacé par log^ «, ou par une fonction de ?/ 
croissant moins vite eneore. 

La méthode qui vient d'etre employée est susceptible d*autres applica- 
tions eneore. On peut Temployer pour déterminer une limite supérieure du 
module de la fonction r/{z) elle-méme et Ton obtiendra ainsi une limite 
plus precise que celle a laquelle nous sommes parvenus plus haut, (dans 
des regions moins étendues il est vrai). 

Il résulte en efifet de la premiére inégalité (14) que si V or dre p du jrroduit 
de facteurs primaires fr[z) nest pas entier Ton a en méme temps que 
rinégalité (15) Vinégalit^ 

|//(^)|<// (Ä positif fini). 

Cette limite est particuliérement intéressante lorsque la fonction ff{z) est 
ä croissance régulicre. Désignons par w,(r) le module maximum (pour 
|2f| = r) de (]i{z) dans les regions oii Ton a Tinégalité (15). Nous pouvons 

compléter la proposition énoncée au § 10 en disant que si le rappart — 

Ti» 

reste, quel qne soit r, inf fr hur a un nomhre fini, il en sera de meme du 
rapport ;- . 

21. jja notion de croissance réguliére s*étend immédiatement å la 
fonction ff'[z) et a ses dérivées. Considérons par exemple, la fonction ff'(z). 
Appelons ni^ir) son module maximum (pour |-2f| = >*), dans les regions oti 

les inégalités (17) sont satisfaites et supposons que le rapport -~_/ reste 

a partir d'une certaine valeur de r, compris entré deux nombres finis. 
On peut dire alors que la croissance de (/{z) est parfait-ement réguliére. 

Dans ce cas, nous démontrerons, en raisonnant comme au § 10, que 
Ton a Ji partir d'une certaine valeur de / 

v<//l()g/ (//'positif fini). 
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2 2. Jjes (livers resultats que nous venons cVobtenir sVHendraient 
immédiatement a des fonctions méroinorphes plus j^énérales que la fonc- 
tion </[z) et ses dérivées. Considérous coiume au § 1 1 la fonction méro- 
morphe que Ton pourrait appeler fonction de genre p 

H{z) étant un polynAme de dej^^ré p — i, et les b^ étcmt tons des nombres finis. 
Nous avons vu que le module |A(^)| a méme limite supérieure que |,(7(i8f)|. On 
constaterait de méme que |/^'(-2f)| , l/^X-^)! , ... satisfont dans les mémes con- 
ditions que [^'(-s^)], |yV)h •• ^^^ inégalit^s (15) et (17) ou (16) et (18). 

23. Le module des fonctions g\z) , g'\z) , . . . atteint-il efifectivement 
la limite supérieure que nous lui avons assignée? Il est certain que ce 
module prendra des valeurs arbitrairement grandes si lon approche suffisam- 
ment d*un pole. Mais, si Ton entoure chaque p61e d'un petit cercle |y(*2^)| 
pourra-t-il atteindre sa limite supérieure en dehors des petit^s aires ainsi 
formées? Pour répondre ä cette question, nous remarquerons que la pro- 
position du § 9 se généralise tres facilement. 

On a 

,//^N_Vr L 1 2^ 0;-l)z />-^ 

Considerons alors Tintégrale d(?tinie 

en désignant par (! le contour d'un cercle C de rayon /• sur lequel la fonc- 
tion (/\z) est continue, et soit n' le nombre des poles de (f{z) contenus 
dans ce cercle. Ces pöles sont aussi ceux de la fonction — zp'{z) et les 
résidus correspondants sont égaux a Tunité. On a done 

/ — Zff\z)(Iz =-' n'. 

l)'ou nous concluons qu*en cerbiins points de la circonférenee (* on a 

r'\f/(z)\>v\ 
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La méme méthode 8'appliquerait évidemment ä une dérivée quelconque 

de g{z). Ainsi, en considérant Imtégrale jz^(f''\z)dz^ on prouverait qu'en 

c 

certains points du cercle C\ on a 

k'V)l>,-^,- 

Au lieu d'intégrer la fonction — Z(/{z) le long du cercle C\ on pourrait 
Tintégrer le long d*un contour fermé quelconque sur lequel cette fonction 
est continue. Si la longueur du contour est 3yr, le nombre des zéros en- 
veloppés 7,^', yj et tj^ étant des nombres finis, on aura en une infinité de 
points dii contour considéré 

(19) Wi^)\>Yp- 

Cette inégalité est satisfaite le long de lignes telles que tout contour 
satisfaisant aux conditions précédentes soit traversé par une infinité d'entre 
elles. Ces lignes ne peuvent donc pas étre contenues tout entiéres ä Tin- 
térieur de petits cercles entourant les poles. LHnégalité (19) est bien carac- 
téristique de la fonction méromorphe g'{z), L'application suivante va nous 
permettre d'ailleurs de nous en rendre mieux compte. 

24. Posons 
et supposons que y satisfasse a une équation différentielle de la formc 

n étant une fonction quelconque de z, connue ou inconnue, qui s*efface 
devant les deux premiers termes de Téquation lorsque z sapproche d*un 

p61e de y. En d'autres termes la fonction n est telle que le rapport — 

tende vers zéro, lorsque z tend ä se confondre avec Tun des pAles de y. 
Je vais chercher ä déterminer les rayons des cercles dont il faut 
entourer les poles pour que la perturbation apportée par eux dans la crois- 
sance de y ne se fasse plus sentir en dehors de ces cercles, c'est-a-dire 
pour que les grandes valeurs de y ne dépendent plus, dans la region respectée, 
que des théorémes généraux. 

Acta viathematica. 28. Imprimé lo IG octobre 1903. 22 
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fitiulioriH la fonction ;/ au voisina^e de run de 8c*8 pcMes sans nous 
pmiwuper d*ailleiirH ile sjivoir dann iiuelle inenurc ce jKile est isolé. Ex- 
(^luant du doniaine étudie l^entourage iinmédiat du pole, désignons, d*aiie 
rnanifere précine, par fi) et A deux nombres positifs (qui pourront, en méme 
tc^riipH que /• d^jpaHser tout nombre donné), et tels que les inégalites 

(20J |y| > ® et (21) 1^1 < <£)A 

entralnent autour * d'un point z^ o\x elles »ont satisfaites, Tinégalite 

\A<^\y\\ 

s i^^tant un nombre positif donné, arbitrairement petit. 

ConnidéronH un chemin z^z, dont la longueur soit ä un facteur fini 
pWiH éfjale ä 1^^ — z\j le long duquel les inégalités (20) et (21) seront 
HUppoH^ieH gatinfaitefi. On a, le long de ce chemin 

^ - = I 4. (? avec |/J| < c. 



l)\)fi, par integration 



--^ = {i+o\){z-z,) \o\\<s,, 



2 v/// ^yJy. 

lo rapport ' ctant fini. 

(\^la posr, ("studions ;/ au voisinage d'un point z^ 011 Ton ait 

t^ = cDA, 

|A| rtant compris entré un nombre fixe supérieur ä i et un nombre crois- 
Hunt /, tol que lo mpport - devienne avec- inférieur å tout nombre donné. 
Kuisous 



z — e^ = 



2v/.V, 



* o*08t-å*dire le long d'un chemin quelconque issu de 3^, tant que les inégalités 
1^20'» ot {2\) soront sutisfaites sur ce chemin. 
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et supposons qiio les inégalités (20) et (21) no cesscnt pas d*ctre vérifiées 
le long du cheniin z^z, On aura en ;?, 

(22) .1 (Lt^+i.. 

vy \/yo 

Jjo numérateur du second membre aura un module fini (non infiniment 
petit), si r est, dans son plan, en dehors d'un cercle de rayon fini ayant 
son centre au point — i. Il faut pour cela que z soit en dehors d'un 

cercle y qui a son centre au point z^ — — et son rayon egal ä 



■ n > 



(Ä positif fini; par exomple Ä < - , de sorto que le point z est en dehora 

du cercle f), 

Soit alors z en dehors do /• et a une distance de son centre egalo a 

fe 
^ (k positif). On déduit de (22) les inégalités 

ou 

"Ml 



et 

Pour que les inégalités (23) et (24) soient vérifiées le long d*un chemin 
ne traversant pas y^ il sufifit que les inégalités (20) et (21) ne cessent pas 
d'étre vérifiées le long de ce chemin. Or, d 'apres les hypothéses faites 
sur X Tinégalité (23) entraine nécessairemont Tinégalité (21) lorsque r est 
assez grand. I)'autre part, Tinégalité (20) est une conséquence de Tiné- 
galité (24) tant que Ton a 

(i+e;)V<|A|. 

Considérons alors un cercle a de centre z,, et de rayon egal a 7— ;= . 

Ijo long (Vun chemin z^z (ne pénétrant pas dans ;') intérieur å /t, les 
inégalités (23) et (24) outrainent (20) et (21), et d^autre part oes inégalités, 
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satisfaites en z^j ne peuvent cesser d*étre vérifiées avant (20) et (21). EUes 

sont donc satisfaites dans toute la portion du cercle tr extérieure au cercle ;'. 

Désignons maintenant par a un nombre positif qui croitra indéfini- 

ment avec r, mais moins vite que /j (cest-ä-dire tel que le rapport - 
croisse aussi indéfiniment), et träjons ä rinterieur de a un cercle concen- 

trique å y ayant pour rayon ——^ . Je remplacerai co cercle, pour 

simplifier, par le plus petit cercle c de centre z^ qui le contient, cercle 

dont le rayon ^ est manifestement supérieur a ^ r^ (~ ^^^)- Lorsque 

z est sur le contour du cercle 6*, on a 



= I — £. v a 



On aura par snite sur ce contour, en rertu de (2^), VinégaUté 
(25) |y|<^a>. 

Si maintenant nous sortons du cercle c pour nous rapprocher du contour 
do er, le nombre k qui figuro dans Tinégalité (23) continuera a croitre, et 
rinégalité (25) ne cessera pas d*étre vérifiée. Elle est donc vériBée dans 
toute la couronne comprise entré c ei a, 

Cela pose, considérons la couronne T) limitée par les cercles de rayon 
r, et rp\ {tj nombre fini plus grand que i , par cxemple 17 = 2) ayant leur 
centre a Torigine. Jc supposerai que Ton sache déjå (par oxemple on vertu 
du théoréme du § 1 8) que 1 071 ne peut pas avoir dans toute la couronne I) 

\y\>(öl,. 

Si rinégalité (25) n*est pas satisfaite dans toute la couronne, on pourra 
sftrcment trouver å son intérieur un point z^ oö Von aura 

(fo) <\y\ < öjl^, 
A ce point correspondront un cercle j-^, un cercle r, , de rayon supérieur 



* Le rayon de c deviendra infiniment petit par rapport au rayon de tr lorsque r 
et a augmenteront indéfiniment. 
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å —= , entourant z^ et r, et un cercle er, entourant c, . Sur le contour 

de c, on aura rinégalité (25), 

Supposons encore qu*en dehors du cercle c,, rinégalité (25) cesse d'étre 
vérifiée en certains points de la couronne 2). Joignons Tun de ces points, 
z^ , au contour de c^ par un chemin (extérieur ä c, ) sur lequel y est con- 
tinu. Il existe nécessairement sur ce chemin un point z^ ou \y\ est compris 
entré aS et (öl^ ; nous construirons alors comme plus haut un cercle c*, de 

rayon supérieur ä -j^^ entourant -2?i, et sur le contour duquel on aura 

rinégalité (25). Ce cercle est tout erdiey exterieur au cercle c,; en efifet, 
d 'apres ce qui précéde, le point Zq ne peut se trouver å Tintérieur du cercle 
^, , concentrique å ^j ; or le rapport du rayon de a^ å celui de c^ aug- 
mente indéfiniment avec r. 

Nous répéterons la méme operation autant de fois qu'il sera nécessaire. 
S*il existe dans /), en dehors des cercles c déjä tracés, un point z^ oti 
Ton n'ait pas Tinégalité (25), nous on conclurons (en joignant xfj au contour 
d'un cercle c) qu'il existe encore (dans D) en dehors des cercles c, un point 
oii \y\ est compris entré aB et ©/, ; nous entourerons alors ce point d'un 
nouveau cercle r, qui est exterieur ä tous les autres, et sur le contour 
duquel on aura Tinégalité (25). Lorsque Topération aura été répétée un 
certain nombre ^ fini de fois il n 'existera certainement plus de point z^ en 
dehors des cercles r; en efifet nous avons une limite inférieure des rayons 
de ces cercles, et nous savons d autre part, qu'ils sont tous intérieurs les 
uns aux autres; le nombre des cercles c que peut contenir la couronne D 
est donc nécessairement fini. Ainsi lorsque nous aurons achevé la construc- 
tion des cercles c, nous pourrons afifirmer que Vinégalité (25) est satisfaite 
en tout point de la couronne D intérieur å ces cercles. 

Appliquons maintenant å la fonction y le théoréme du § 23. Pour 
cela, träjons dans la couronne D une courbe fermée F entourant Torigine 
qui sera assujettie aux deux conditions suivantes: elle ne traversera aucun 



* Tous ces cercles c^ sont contenus å Tintérieur d'une aire égale å ;ny"rj (rj' fini), 
et l'aire de chacun d'eux est supérieure å — . Le nombre des cercles c est donc plus 
petit que 7j'^a{ör'\, 
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(•en'Ie c et »a longueur »era proportionnelle ä /*, . Pour constituire la 
eourbe /', noiiH tracerons par exemple un cercle C ayant son centre å 
Torigine et son rayon ép;al a iy,r, (i < ly, < 7), et si ce cercle rencontre 
un cercle r, aux points (lih^^ nous substituerons a lare a, 6, de C le plus 
petit are a, 6- de r;. Ijcs cercles c étant tons intérieurs les uns aux autres, 
la lonjj^ueur du contour /' ainsi formé sera inférieure ä 7,^'>"|. 

lJ*apres la proposition du § 23, on aura, en une infinité de points 
du contour /' 

\y\> r. -r^7« 

ti désif^nant le nombre des poles dont le module est inférieur a /,. Nous 
en concluons que V(m a 

ce qui est le resultat que j^avais en vue. 

J'ai supposé, dans ce qui précéde, que la couronne D contenait des 
points oii |y| > ao). S'il nen était pas ainsi, c^est que Ton aurait Tiné- 
galité (25) dans toute la couronne, et Ton arriverait alors immédiatement 
au resultat précédent. 

Je vais appliquer ce resultat aux fonctions méromorphes récemment 
découvertes par M. Painlevé. La méme méthode sappliquerait évidem- 
ment å des équations différentielles plus compliquées que celle dont nous 
sommes partis. Elle consiste ä distinguer parmi les grandes valeurs d'une 
intégrale celles qui s*expliquent par le voisinage d'un pole et celles qui dé- 
pendent de la nature analytique de la fonction, caractérisée ici par son ordre. 



Application aujc fonctions enti4*res de M. Palnlek^é. 

25. M. Painlevé a déterminé récemment toutes les équations diffé- 
rentielles de la forme 

y" = fiy\y^^\ 

oii f est rationnel en y\ algébrique en x et y, qui ont leurs points criti- 
ques fixes. Parmi ces équations il en est de particuliérement intéressantes: 
vi\ sont (ielles dont les intégrales sont dos fonctions m/romorphes nouvelles 
cjui ne sont réductibles a aucune transcendante connue. Une transformation 
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rationnelle en y et al^ébrique en x raméne ces équations a troia types 
canoniques tres sin)i)les dont je considcrai cVabord les deiix preniiors, re- 
servant le dernier pour la troisieme partie. Ces deux premiers types sont 

(26) t/" = 6y' + z 

et 

M. Painlevé a démontré que les integrales de ces équations sont des 
fonctions méromorphes: on les rattache tres aisément ä des fonctions en- 
tiéres vérifiant une équation différentielle du troisieme ordre. On a en 
effet pour Téquation (25) 



y = 



u'^ - un" 



M 



n étant une fonction entiére, et pour Tautre équation 



o w" — uu" 

y = « — 



oii u est encore une fonction entiére. Ces resultats étant acquis, Tétude 
compléte des transcendantes nouvelles y et u doit commencer par la dé- 
termination de leur mode de croissance. De cette croissance dépendent en 
effet et Tapproximation avec laquelle /( sera donnée par un développement 
en serie limitée, et la répartition des zéros et le genre de cette fonction. 
Or les propositions générales que j*ai obtenues plus haut sur la fonc- 
tion (i[z) vont faciliter Tétude de la croissance des fonctions y et w . Cette 
étude peut d ailleurs étre faite directement, comme Ta fait savoir M. Pain- 
levé dans deux notes insérées aux Comptes rendus de TAcadémie des 
Sciences. 

26. Considérons d'abord les integrales de Téquation (26) et posons 

(27) y = -9'{z) + Kz) 

(f{z) étant la dérivée logarithmique d*un produit de facteurs primaires G{z) 
et l[z) une fonction entiére. Nous désignerons par ?/ le nombre des pöles 
de (f[z) dont le niodule est inférieur ä r. 
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Je vais fVabord ddraontror que ron a ä partir (runo cortaine valeur de 7' 

5 

(28) n' <r'd{r) 

d{r) désignant une fonction croissante quelconque de r qui croitra, par 
exemple, comme log^?' [q entier), ou moins vite encore. 
L*équation (26) équivaut a la siiivante 

(29) ^ = Vl' + !i}l — M, f{z)=Jydz. 

Considérons z å rintérieur de la couronne D comprise entré les cercles 
de rayons yjy\ et r, (jy > i , par exemple ^y = 2) et désignons par fi un 
nombre qui sera fixe dans cette couronne, mals qui deviendra infiniment 

grand en méme temps que r, . Soit d'autre part e un nombre donné, ar- 

^ • I 
bitrairement petit, inférieur par exemple ä -= • 

Si Ton a 

(30) |y|>/^\/^> 

(31) \f{z)\<B,l\\ 

Téq nation (29) se présente sons la forme 
(32) ^-=i+ö" avec \d\<e. 

D'ailleurs, si en un point z^ on a les inégalités 

(3'') \m\<\li'Å 

et 

(33) \y\<lf^'\!^r (A pOSitif)' 

rinégalité (3 1 ) sera satisfaite sur tout cherain continu issu de z^ et de 
longueur inférieur ä -r^ le long duquel 011 a Tinégalité (33). 
Appliquons alors a y les resultats du i^ 24, en y faisant 

B = liyjr^, 1=-- Sfi^, 
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Nous appellcions a et 1^ deiix nombre-; compris entré i et s/i', tels 

que Ics rapports ' et -p , do mcme quc r/, croissent intléfiniment avec /j. 

Cela pose, admettoiis ])()ur un instiint qu'il existe dans la couronne 
/> un point z^ ou Ton ait å la fois 

8 

(f/i v/t; < \y\< Jji y/r, et I r{z) I < W,/irf , 

k étant un nombre positif fini, inférieur par exemple å Texpression -y 

(qui augmente ind(5finiment avec /J. 

Lorsqu'on s^éloio-ne de z^, il suffit, pour que Tc^quation (29) conserve 
la lonne (32) que les inegtilités (30) et (31), par suite que les inégalités 
(30) et (33) restent satisfaites. Nous nous trouvons donc bien dans les 
conditions prévues au s^ 24, et nous pouvons entourer z^ d*une cercle f, 
(dans lequel (30) et (33) sont partout vérifiées, sauf a rinterieur d'un 

petit cercle j- que Ton peut toujours contourner), qui a son rayon pro- 

1 _ 1 

portionnel ii (a/i) "^ y, \ et sur le contour duquel on aura 

(34) \ff\ < ^v^n/t;. 

Kn inteii^rant // h j)artir de z^^ on voit que Ton aura sur le méme 
eontour 

|/-(.)|<(A-+i)/,/i,-L 

ear on ])eut joindre z^ a un point quelconque do c^ par un chemin do 
longuour inforiour a t\ . 

Comme au i; 24, on pourra entourer (\ d'un cercle rr, concentricpie 
do rayon m fois plus grand {m croissant indefininient avec )\) sur le con- 
tour du(|uel on aura los nionios inogalitcs. 

Supposons construit le corcle r^, ot quMl existe dans 7^, en dehors 
de (\ un point ou Ton ait les nicmos inégalités qu*en z^ {k pouvant avoir 
une valeur plus grando qu'on z^^ nuiis toujours finie ot inférieure, par 

ox(»mplo, a ^ ): nous ontourons (*o point dun corcle r.^ rrtériettr h r^ et 

de niénio grandcur sur lo contour duquel on aura eneore Tinégalité (34), 
et ainsi de suite. Nous avons vu au i;; 24 que le nombre des cercles c 
ious extcrieurs les uns aux autros que Ton peut ainsi construire est né- 

Arta matftematica. 2^<. Iiupriim^ le 10 (>ct4)bn> \W\. 23 
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cessairement fini pour une valeur donnée de r, (l)ien entendu, ce nombre 
augmentera indéfiniinent avec r,). Tmaginons alors qiic ces cercles soient 
tous construits: je dis que Vinéyalité (34) e^t satisfaite dans toute la poHion 
(Iv la courorme I) extéi^ieure aux cercles c, 

Supposons en efifet qu'elle ne le soit pas en un point z^\ joignons z^ 
au contour de c^ par un chemin proportionnel ^ a r, , ertérleur a tons /a<? 
mrles c et sur lequel y soit continu. Il existe nécessairement sur ce chemin 
des points oii \y\ est compris entré ct/ty/V^ et l^/JLyjV^, Soit z^ le premier 
point rencontré (a partir du concour de c,) o\\ il en soit ainsi; |y| ne 
cessant pas d*étre inférieur å l^fiy/V^ entré le contour de r, et Zq, on a 
nécessairement en ce point 

\f{^)\ < l^\l\lir\ (Aj, positif fini, inférieur a ^). 

Or, par hypothése, ces circonstances ne peuvent pas se presenter si 
Zq est extérieur ä tous les cercles r. Nous en conclurons que Tinégalité 
(34) est nécessairement vérifiée au point ^j, extérieur a ces cercles. Nous 
pouvons, par suite, appliquer a y les resultats du § 24, et nous constatons 
que Ton a 

n' < hafirl {h positif fini) 

c'eM å dire Vinégalité (28), ou Ton fait 

6 = ha/i. 

Pour établir ce resultat, j*ai admis quil existait, dans la couronne 7), 
au moins un point z^ ou les inégalités 

étaient satisfaites en méme temps. Je vais montrer quil eaiste tonjours 
un tel point z^, () moins qne Von nait dans toute la couronne I) 

\y\< ^/^v^V 



* Il est lonjours possible de constrairo un tel chemin contonmunt nn nombre 
qnelconcine de ceroleH r; voir fin du >J 24 et note de la page 180. 
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Il me suffira, pour cela, de reprondre le raisonnement précédent, en 
Tappliquant cette fois ä tout le cercle C de rayon jy^r, , qui a son centre 
a Torigine. 

Le cercle (■ pent étre dccoinposc en unc serie de couronnes 7>J,Z>J,... 
concentriques ä /). Si nous excluone de C un cercle fini entourant Tori- 
gine, les couronnes J)' seront limitées par les cercles de rayons >'| , rj , . . . , rp\ , 
r\ ayant une valeur Rnie, et les nombres r'^ , /"i , . . . étant déterminés par 
les égalités 

(jy a la valeur fixe supérieure ä i, définio plus haut). 
Soit, dans la couronne />,', un point ofi Ton ait 



(^P\rr<\y\ <l^ti\l~r, \M\ <klju 



.2 



(r = |j2r|; a et ji ayant les valeurs définies plus haut par rapport a r,). 
On aura, a fortiori, en ce point 



^V^ v''-; <\y\<l\l^>Jr'i. W)\< kV^ti:i< 



en posant 

On pourra donc entourer z dun cercle c' de rayon proportionnel å 

{a fl) ' /•,' * , sur le contour duquel on aura 

\y\ < a/xy/r] 
et, a fortiori 

En procédant alors dans chacune des couronnes 7/ conime nous 
Tavons fait dans la couronne D, nous pouvons construire dans C des 
cercles c' (en nombre fini pour une valeur donnée de r,), extérieurs les 
uns aux autres, et tels que les inégalitcs 

3 

a/i v/r < |y I < /,/x v/r , I /(^) I < kl,/ir' 

ne puissent étre satisfaites en ménie temps en aucun point de C extérieur 
ä ces cercles. 



CVIa p^rM^ U':^ noinbre> </ et /i qui rroi.ssent imléfiniinent ave<- /*. 
p^tivent toujour?s étre pris asj^fz irrands pour rjue Ton ait en un point fixe 

Kloijrnonji noii?* alors <le 1 oritrin^', t't considérons un cheniin * Z^z 
profK^rtionnel a /* |ir|. et, iie tniversant aucun des cereles /'. Jje rai- 
H^mnenierit dejä ernploye plus haut nous niontre que lon a w''a'ssiiin'' 
nind en z 

Suppos^ms en effet qu*il nen soit pa.s ainsi nous ap|>ellerous Z le premier 
point du eheniin eonsidere ou Tinégalite 1341 eesse detre vérifiée; on a au 
point Z 

\y\ ^ff/^y/r. 

et par integration de Z^ h Z 

3 

I /T i-) I < k^a/ir'^ , \k\ positif tini), 
par Huite, a fortiori, si /* <?st assez grand 

\fiJ!)\<l,/ir\ 

puisqiK^ le rapport - est suppose croitre indéfininient avec /*. Or par hv- 

pothese- (res einronstances ne peuvent pas se presenter si z est extérieur 
aux eereles r\ Nous en eoncluons que Tinégalité (34) est satisfaite au 
point z. 

(^5 resultat, applicjue bien ii la couronne /) nous conduit ä la con- 
(dusion sui vante: on, rinrf/alitr (34) rd satisfaite r/aNs toiftr la ronnnme: ou 
il rristr dans I) des ctrrlrs r et, par st(it(% des points z^ rrpondant aux 
conditiom rnonrérs. 

(?'est bien la ce (jue j*avais annoncé et rinéjTcalité (28) est maintenant 
coniplet(^nient etaldie. 



* J*our construire cö cheniin, on pen t procéder comme å la iiu du § 24. On 
nWiUO la (Iroito Z^Zy ot clnuiiie fois que cette droite coupe un cercle r' aux points ^iftt', 
on ieni|)laoo lu cordo par la plus petit are ay/^,. 
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Do rinci^^aliU* (28) iious deduisous aisément que Hz) so ivduit a imo 
constante. Tout dabord la fonction eiitioru lu) ne peut étre qu'iiu poly- 
nome. En effet, s'il ntm ctait pas ainsi, on aurait, en certains points du 
contour /' defini au s^ 24, 

|/u)| > r'l\ im ])ouvant depasser tout nonibir donne), 

en menie temps que Tinegalite (34), ce qui entrainerait necessairement 

\</V~)\>>-T\ 

oii /;/' peut de))asser (avec i\) tout nonihre assijj^ne (Vavanee. 

Appliquons niaintenant a f/{z] le théoreme du ^ 19 en donnant au 
nonibre // du i; 16 la valeur r "' {q positif). Les cötes des petits earrés 

I) definis au i: 16 serent inferieurs h •- — =, et il en résulte que Ton peut 

faire joner aux eercles r le role des petites aires dont nous avions au iij 16 
entouré les poles de la fonetion f/'{z): en effet, dans Tun quelconque de 
ces eercles on ne peut rencontrer des poles qu'a Tinterieur du cercle j' 
eorresj)ondant; les earrés b onibres autour de ees poles sont done tous 

eontenus dans un eercle ooneentrique a y et de rayon intérieur a 7v~~ 

[k positif fini), cercle qui est eertainement intérieur au cercle c si q est 
assez j^rand. 

On deduit de la (i^ 19), en tenant compte de la valeur de //, que 
Ton a rinéj^alite 

|//u^)|<>r 



en tout point de la couronne D extérieur aux eercles r. La lonction /(j) 
est donc l)ien un polynonio. 

C^ela pose, le théoreme du vi; 18 nous montre plus precisenient que, 
pour dcis valeurs de }\ indefininient croissantes, on aura en une infinité de 
points de la couronne JJ exterieurs aux eercles c Tinégalite 



|//V,)|< ^» 011 |//(^.)|< v/'-.(l«>g'-,) 

'1 



1+a 



(oL positif arbitrairenient petit avec — ). 



^1 
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On voit que cette égaHt<* nest compatible avoc Tinégalité (34) qiie si l{z) 
est une conatantv. 

27. l{z) se mluisant a uno constante, rinégalité (28) exprinie, par 
definition, que Tordre de la fonction entiére u est au plus egal å - . Il 

est aisé de vérifier que cet ordre est précisément - . 

Il résulte du § 18 que Ton a dans une infinite de regions du plan de 
la variable z 

kwi<Ä^, i//"(^)i</4' 

A étant un norabre positif fini. Le niodule \y" — 6y'| sera donc inférieur 
(puisque l{z) est une constante) ä Texpression 



Ä^ !LlOpg!0* . 



en d*autre8 termes, Ton aura 



r < h' ~ ^^,^^ ou n' > Ar'^(log r)"' {k positif tini). 

Nous pouvons afifirmer de plus, qu'ä partir d'une certaine valeur de 
r cette inégalité est satisfaite quel que soit r. En efifet il résulte des 
inégalités obtenues au ^ 20 que s*il n'en était pas ainsi, on aurait dans 
une infinite de regions du plan 

\ff'{z)\<er\ |//"(^)|<£/- 
£ étant arbitrairement petit, inégalités incompatibles avoc Tégalité (26). 

28. On a donc, å partir d*une certaine valeur de r 

Ä:r'(logr)-* < n' < r' d{r) 

ou k est un nombre fini et Ä(r) une fonction croissant aussi lentement 
que Ton veut. 

Cette double inégalité montre que le module du r^**'"** pole de 1/ ou 

du >i*^""' zéro de la fonction entiére u croit approximativeraent comrae 71^ . 
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L*ordre de la fonction v est -, son jjenre est 2. De plus le module maxi- 
mum (pour |^r| = r) M{r) de u satisfait, a partir d'une certaiue valeur de 

r ä la double inégalité 

5 ft 

La fonction entiére // est donc, si Ton adopte la terminologie de 
M. BoHEL, å croissanre réguUere. 

29. L*étude du second type d^équations a intégrales méromorphes 
signalé par M. Painlevé conduira a des resultats analogues. 
Considérons Téquation 

(36) ;/"= 2y' + z^f + c. 

LMntégrale générale de cette équation satisfait, avons-nous dit, a Tégalité 

, U — UU 

ou n ost unn fonction entiére. On a donc 

f = -g'{z) + l{e] 

g{z) étant la dérivée logarithmique d'un produit de facteurs primaires G{z) 
et l[z) une fonction entiére. n' désignant toujours le nombre des p61es de 
module inférieur a v, je vais d'abord démontrer que Ton a a partir d*une 
certaine valeur de r 

(37) 11' <r^e{r) 

d{r) ddsignant une fonction croissante quelconque de r. 
L*équation (36) équivaut a la suivante 

(38) ?/" = ?/ + 2ri/ + zy'-f{z), f{z) =Jy'dz. 

Restant placés dans la couronne D définie an i? 26, nous voyons que 
si Ton a simultanoinent les inégalités 

(39) |.'/1>/^'',/ 

(40) \t\z)\<sii'r] 
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[fi ctant arbitrairenieiit ^raiul avec y'j, c arbitrairenieiit petit, coniparable 

])ar exemple ä -,-), réqiiation (38) se presentera sous la foriue 

l)'ailleurs, si en un point z^ on a les inégalités 

(40'j W)\<\li'r] 

et 

(41) \y'\<ii'-\ 

rinégalité (40) sera satisfaite sur tout chemin continu issu de z^ et de 

kr 

longueur inférieur å — - le long duquel on a Tinégalité (41). 
Appliquons a y' les resultats du i; 24 en y faisant 

et en appelant a et /j deux nonihres, compris entré i et s/i, tels que les 
rapports — et j- , de méme que a, eroissent indéfiniment avee r^, 

Cela pose, tous les raisonnements faits sur la fonction ?/ du i; 24 
s'appHquent ici ii la fonction ?/^, avee cette senle difference que y'r^ est 
remplaee par i\. 

8'il existe dans la eouronne J) des points z^ oii Ton ait a la fois 

a/xr^ < I?/' I < l^/ii\ et \f[z)\ < kl,/ir\ 
(Ä* positif fini, inférieur par exenijde a ' ) 

on les entourera de cercles de rayon proportionnel h {o/ii\) ' tous ex- 
térieurs les uns aux autros et en dehors desquels on aura 

I?/' I <Ofir,, 
On en eonclura (ij 24) qiu* Ton a 

7?' < h(ffir]. 
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Considérons d autre part tout le cercle C de rayon yji\ qui a son centre 
a Torigine. Dans ce cercle nous pouvons construire des cercles c' (en 
nombre fini pour une valeur donnée de r,), extérieurs les uns aux autres, 
et tels que les inégalités 

ne puissent etre satisfaites au inénie temps en aucun point de C extérieur 
ä ces cercles. On en conclut qu*il existe nécessairement dans la couronne 
D des points z^ satisfaisant aux conditions énoncées plus haut. L*inégalite 
(37) se trouve ainsi complfetemant établie. 

J)e rinégalit^ (37) nous déduisons que la fonction entiére l{z) est un 
polynöme du premier degré au plus. 

On vérifie en effet eomme au § 26 que cette fonction ne peut étre 
qu*un polynAme. IVautre part, le théoréme du § 18 montre que pour 
des valours de r, indéfiniment croissantes, on a, en une infinité de points 
de la couronne J> extérieur aux cercles (\ Tinégalitc 

1/(^)1 <"'^'t,-''" ou |.<7'(;.)|</-(logr,r« 

[a positif arbitraireraent petit). 
Or cette inégalite n*est corapatible avec Tinégalité 

satisfaite par hypothese en dehors dos (*erclos r, que si l(z) est du premier 
degré au plus. 

30. Les resultats du paragraphe précédent nous prouvent que Tordre 
de la fonction entiére t( est au plus egal a 3. Nous allons maintenant 
constater ([uo cet ordre (»st précisémont 3 et, de plus, que le genre do 
n est 3. 

Supposons en effet qu*il n*en soit pas ainsi. Le polynAme l[z) se 
réduira a une constante, et Ton aum pour des valeurs r, indéfiniment 
croissanti^s 

h' log u' < 



r 



fl étant une IVmction croissante de n\ égale par exemple a log^ ??'. 

AcUt mathnuatirn. 28. Iiiipriiué le 17 o»'t<»bre 1*.K»:J. 24 
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Donnons a r Tiine de ces valeurs r,, et considérons la couronne 7) 
défiuie plus liaut. Gette couronne contient (§ i8), uno infinitc de point» 
oii Ton a simultanément les inégalites 

|«/'|<6,^ \r{^)\<e,r], 

s, tendant vers zero avec — (je supposerai que s, > - ). Considérons plus 
particuliérement, dans />, un cercle quelconque a de rayon at\, a étant 
un nombre tel que le rapport -— tende vers zéro avec — . Nous savons 
(§ 19, note) qu'il existe ä Tintérieur de a des regions 011 Ton a 

(42) i.v'i<^ + ¥<^'^' \fi^)\<^y 

(s[ tendent vers zéro avec — ). 

r/ 

Cela pose, soit a, = r^e^**^^ un p61e situé dans I), Nous ménerons 

, ^ TT ff- 

par Ui la droite L qui fait avec Taxe réel un angle egal a , et nous 

prendrons pour cercle a le cercle de rayon a?* tangent a Z au point a^, 
et situé par rapport a /> du coté oii la partie reelle de z va en croissant. 

Considérons dans ce cercle a la region déterminée par Tangle droit 
de sommet a, qui a pour bissectrice un diaraétre. Nous pouvons tou- 
jours trouver dans cette region un point z^ oii Ton ait les inégalites (42). 
Suivons alors la fonction y le long de la droite z^a^. 

y satisfait par hypothese a Téquation (38) qui donne pour y' une 
double valeur: ]e supposerai que Ton parte de z^ avec la détermination ' 

(43) y'-y\/f + ], + ^-^-Y- 

Je vais montrer que si nos hypothéses se trouvaient satisfaites, les 
fonctions ?/' et f[z) vérifieraient entré z^ et a^ des inégalites de la forrae 

(42') |j/'| < s^)\^ \f{^)\ < ^2''i (^2 tendant vers o avec — ) 



* Pour appliquer le iiiéme raisonnement au cas ou le radical serait précédé du 
signe — , il snfifirait de prendre le cercle (j de Tautre cöté de la droite L, 
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ce qui est manifestement absurde, puisque le point (1^ est un pöle de ces 
fonctions. 

Pour parvenir ä ce resultat prenons s supérieur a 2 a et y2£[ et 
appelons ^?, le premier point rencontré sur z^Ui oii Ton ait 

(44) |y'| = -^i- 

On a entré z^ et z^ |//'| < sr^y et par suite (puisque la longueur du ehc- 
niin ZqZ^ est inferieure a ar,) 

\r{z,)\<e\rl-\-asn<s'r\. 

On eonclut de la (ju au point z^ Téquation (43) se prcsente sous la forme 

(45) ^ = y/^^[i ^ o) (|(?| proportionnel a e). 

Or il rc^ulte de la position du cercle a et du point z^ dans a que, si 
Ton désigne par dz raccroissement de z suivant ^0^1, I0 segment y/z^dz fait 

avee Taxe réel un angle compris entré - et — . Kégalite (45) prouve 

donc qu*au point z^ (dans la direction -2?!^,), la partie reelle de logy est 
décroissante. 

On en conclut que le raodule |y'| ne peut atteindre en z^ la valeur 
(44); s'il Tatteignait, en ofiEet, il devrait croitre en ce point, ou du moins 
passer par un maximum, ce qui, comme on vient de voir, ne peut avoir 
lien. Les incgalités (42') seront donc vérifiées entré z^ et a^. Gette con- 
clusion étant absurde, nous reconnaissons que notre hypothése initiale 
n'était pas legitime. La fonction entiére u est donc bien de genre 3, ce 
qu'il fallait démontrer. 



it 1^ / 
^ Largument de )Jz^ est egal å — , a étant proportionnel å a; Vargument 

de dz est compris entré ^ + - et ^ H . L'argument de ^z^ dz est donc 

3;r // 5^ ö' 

compris entré + — et h - • 

^ 4242 
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TROISIÉME PARTIE. 



IjC ntodule nmodmuni d^une fonction de f/enre Infini. 

1. L'étude des fonctions entiéres les plus générales ne peut évidem- 
ment pas conduire ä des resultats aussi precis que celle des fonctions de 
f^enre fini. Il n*est, cependant pas inutile de remarquer que les méthodes 
employées dans ce travail s appliquent encore aux fonctions de genre infini. 
Nous constaterons ainsi, qu'on peut toujours déduire les propriétés fonda- 
mentales d'une fonction entiére de son developpement en produit infini. 
Ce developpement se préte aussi bien a une étude systématique que le 
developpement en serie de puissances, qui, a été comme on sait, le prin- 
cipal objet des travaux de M. Hadamakd. 

Soit F{z) une fonction entiére quelconque, r^ le module de son Z^*"'' 
zéro. Cherchons d'abord si Ton pourra, sans passer par Tintermédiaire du 
developpement en serie obtenir un resultat équivalant au théoréme fonda- 
mental de M. Hadamakd sur la limite inférieure du module r,. Lo 
théoréme de M. ScHOU et la proposition cquivalente que j*ai établic au 
§ 14 de la premiére partie s*appliquent aux fonctions de genre infini, 
mais donnent dans ce cas des limites beaucoup trop basses. Heureusement 
un procédé tres simple va nous permettre de compléter les resultats obtenus 
dans la premiére partie. 

2. Désignons par n' le nombre des zéros de F{2) dont le module 

est inférieur ä (a positif). Nous avons démontré (premiére partie, 

§ 1 7) que Ton a sur une infinité d arcs du cercle (J de rayon r ayant son 
centre ä Torigine Tinégalité 

(i) \F{z)\>e'^ 

h étant egal ä log(i -^ a). Cest cette proposition que je me propose de 
j)réciser. 
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Appliquons-la, dans ce but, ä la fonction 

F,{z') = F{z)F{-z), 

n[ désignant lo nombre des zéros de F^{z^) dont le module est infdrieur a 
, c'est-a-dire le nombre des zéros de F{z) dont le module est inferieur 



r' 



2 + a 



\ 



r 



a - , on aura 

v/2 + a' 



\t\(z')\>e"'^ 



pour une infinité de valeuis r^e^^-^ de z^, On a donc, lorsque z^ prend 
Tune de ces valeurs Tune des deux inégalités 

(2) \Fi0)\>e^''\ \F{-z)\><h 

en d'autres termes, on a rinégalité (2) sur une infinité d'arcs du cercle C\ 
Appliquons maintenant ce resultat a la fonction ^\{z'^). Nous en dé- 
duisons pour | F{z) \ une nouvelle limite et ainsi de suite indcfiniment. 

Nous eonstatons finalement que Ton a, quel que soit (/, en une in- 
finité de points du cercle (J 






(3) I F{z) I > .- 

//' désignant le nombre des zéros de F{z) dont le module est inferieur a 



-1 



»•(2 +«)•". 

Soit /3 un nombre inferieur ä i. Quel (jue soit r, on peut trouver 
un entier q tel que Ton ait 

et par suite 



2^ k ^ 



Désignons alors par (o{r) le nombre des zéros de module inferieur a 
r: on pourra énoncer la proposition suivante: 

On a, en une infinité de points du cercle de rayoyi >% Vinégalité 
(4) \F[z)\>e< \ (Ä positif fini), 



lf)0 P. Boutroux. 

11^ dÅsi^tHtnt le mymbrr des zéros de F(z) dind le modide est niférieur a 

r[\ — s) et s teudant vers zéro avec - plus vite que la fonefmi 

—1 



{2 + a)^"^)^ 



On peiit se débarrasser de Texposant i — /? en posant n\ * = n^ 



i + £|> 



et le nombre Sj dccroit alors d'autant plus rapidement que la croissance 
de la fonction a>(r) est olle-méme plus rapide. Supposons, pour fixer les 
idées, que Ton ait 



I 



n^ =(ö{r) = e' , y9<- 



()n aura 



par suite 






^fl~^ > W.4.., «i ^1 = ^~' 10^(1 — 2i%-^'-'), 



Si Hg croissait plus vite qu'une fonction formée d\in nombre quel- 
conque d*exponentielles supérieures, il en serait de méme de Tinverse de s^. 

Nous voyons qu*il était indispensable de préciser ainsi la proposition 
etablie dans la premiére partie. En effet, si F{z) est de genre infini, le 
rapport de n, au nombre n qui figurait dans la limite assignée aux fonc- 
tions de genre fini, peut dépasser tout nombre donné d*avance. 

3. Abordons maintenant la question inverse et cherchons ä déter- 
miner une limite supérieure du module maximum (pour |^| = r) d'un produit 
de facteurs primaires de genre infini. Soit 



(He)=i{(^-^y'^"'^''^''^ 



un t^l produit, M{r) son module maximum. L*étude de ce produit pré- 
sente ime difiFiculté. Si Ton se donne la suite de zéros r/,, on peut former 
d*une infinite de maniéres le produit convergent 0{z), puisque les p^ sont 
des entiers quelconques, choisis seulement de telle fa^on que la serie 
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soit absolument convorjj^ente. Il est bien certain alors que la croissance 

de ^/(ä) ])oiirm dependro cssentiollcinent du clioix des noinbres />, au lieu 

d*etre determinee par la densité des zéros ^z», comine il arrivait pour les 

produits de genre fini. Mais est-il possible de choisir les nombres p^ de 

maniere a obtenir une limite supérieure se rapprochant de la limite in- 

férieure assignée a il/(r) au paragraphe préeédent? 

Dans son mémoire mr ^s- zéros des fanrfiom mtieres^ M. Borel a fait 

remarquer que la valeur / de p^ indiquee par Weierstrass était beaucoup 

trop élevée. Se proposant d'étudier les fonctions a croissance tres rapide, 

fonctions telles que Ton ait pour une infinite de valeurs de / indéfiniment 

croissantes Tinéffalit^ 

r. < log, i 

qNeJque f/rand que soit le noml/re k, M. Borel pose 

p-^{logi)' 
puis d^terminant le nombre n par Tégalite 



r = /• 



(log ny 



ou a est un nombre plus petit que i, il montre que le mod ule maximum 
31 {r) est (*elui d'une fonetion d*ordre /?„. Kn d*autres termes, Ton a 

(5) M{r) <e^'"\ 

Le resultat subsisteniit d*ailleurs si Ton remplayait 2 par un autre nombre 
plus grand que i. 

Gette limite différe de celle que nous avions obtenue pour les fonctions 
de genre fini. Il importe donc de se demander s'il n'est pas possible de 
Ten rapprocher. Mais pour parvenir a des inégalités un peu precises, 
j eviterai de me placer dans le cas le plus general. J*insisterai au contraire 
sur les tvpes de fonctions qui nous apparais.sent comme les plus simples 
apres les fonctions de genre fini; leur étude semble étre en efifet le point de 
départ naturel d'une théorie compléte des fonctions entiéres de genre infini. 

4. Les resultats que je viens de rappeler suggérent une premiére 
remarque. En faisant />» = (log/)*"'^", nous donnons encore a />, une valeur 
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beaucoup plus grande qu'il n^est nécessaire pour assurer la convergence de 

la serie 5Z (~) ' ^^ sufifirait évidemment de prendre 

logi 



/>. = (! +a) 



log n 



Mais il ne faudrait pas conclure de la que le module maxiniuin M{r) 

croitra moins vite si Ton donne ä p^ cette valeur plutöt qu*une valeur 

plus élevée. Cest, chose curieuse, précisément le contraire qui arrivera. 

Mais, ici, une distinction s^impose entré les diverses fonctions de genre infini. 

Considérons tout d*abord la classe des fonctions entiéres définies par 

la propriété sui vante: il existe un nombre positif it tel que Ton ait ä partir 

d*une certaine valeur de i 

1^ 
(6) r, > floff/y. 

Cette classe de fonctions est celle qui se rapproche le plus de la classe 
des fonctions de genre fini, et elle mérite une étude spéciale; nous la ren- 
contrerons tout a Theure dans une application. J'appellerai fonctions de 
ti/pe exponentiel simple les fonctions pour lesquelles Tinégalité (6) est satis- 
faite, et je dirai que tr est Tordre exponentiel de la fonction, en supposant 
que le nombre a ait été pris aussi petit que possible. 

5. Cela pose, désignons par K le nombre des zéros de fT{z) dont le 
module est inférieur a r(i + k), {k positif fini). 

F^^ representant le facteur primaire relatif au zéro flf, on sait, d*aprés 
Weikhsthass, que Ton a, pour i > X 

\^',] <r'^^^ {/) positif fini). 

Lorsque / < N, on a, si r, > r 

I K. I < '' '"<^ , (/' positif fini), 



et, si Vf < r 



\JU<''^"^'''"'"- 
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11 résulte de lä que 

(7) ^ M{r) < e ^'^'^ i , r„ <r. 

Si donc Ton a rinégalité (6) en méme temps que 

logpi sera inférieure å ^(i +a)log/v, ©t Ton aura évidemment, ä partir 
d'une certaine valeur de r, Tinégalité 

M{r) < e L ^'•'^ J , (h positif fini). 

6. Si G^(j8?) est un produit de type exponentiel simple et d'ordre ex- 
ponentiel er, je prendrai pour pi Veyitier le plus voisin de alogi. Nous 
allons constater que ce choix est particuliérement favorable. Supposons 
que 7\ satisfasse a partir d'iine certaine valeur m de i ä Imée^alité 

ri>X{\ogiy 

X ot (T étant des nombres positifs. 
Nous aurons 

I a)" < ^;^(^) 

en posant 

^(f) = e v ^ ^^ /. 

Déterminons alors les nombres n^ et w, par les égalités 

a et a' dtant des nombres positifs d'ailleurs arbitrairement petits. 
Lorsque » > w,, on a 



S7) = K''^^^^-^^^»/'~0 



Joto ma/Aiema<tea. 28. Imprimé le 19 octobre 1903. 25 
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D'ou a'x{i)< -Ixii) + ixV)] 

fxi^W < -,n,x{%) = ^ • 
Dautre part, si ?' < *ij, on a a partir cl'une certaine valeur m de i 

1^1 > ^ - « 



^(t) * 



D'oii «;r(i)<r(/) + ty(«') 



m 



Les valeurs de i comprises entre n^ et n.^ sont en nombre inférieur a w, 
et pour ces valeurs de /, Ton a 

Nous aurons douc finalemeut, en supposant a et a du mt>me ordre de 
grandeur 

oix h est un nombre positif fini. n^ et w, auront une signification tres 

1 

simple si ;\- croit précisément comme A(logay. On a dans ce oas 

lo^ r — log r = " , log r — log r,, = — ^ ; 
Mj représente done le nombre des zéros a^ dont le module est inférieur ä 

a a 

e "r, n^ le nombre des zéros de module inférieur ä ^''r, a et a' étant 
arbitrairement petits. 

Dans le cas general, on aura 

Wj = c ^ ' , y(Wi) — til = c ^*' . 
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Or il est manifeste que, quelque petit que soit s, on peut toujours 
déterminer deux nombres a et a', égaux ou du méme ordre de grandeur, 
tels que Ton ait 

-j loga< I + £ 

å partir d'une certaiue valeur de r. On peut dés lors énoncer la propo- 
sition suivante: ^ 

Quelque petit que soit le 7iombre e, an a, ä partir d'une certaine va- 
leur de r 



(8) M{ 



r) <e* ^^' , 



7. En suivant la méthode employée dans la premiére partie, on peut 
généraliser encore cette proposition. Soit ^(i) une fonction holomorphe, 

reelle et positive telle que le rapport — — ^ ^^^^ croissant ä partir d une 

(log ty 
certaine valeur de i et telle que Ton ait 

On posera 

l<7lug» 



^^ - hk)\ 



et Ton dcterminera les nombres 71^ et n^ par Jes égalités 



a 



log^ — log^(wJ= - 



log^ — log^(wJ = — ^. 



* Si Von avait donné å />» une valeur moins élevée, par exemple la valeur 

(I + /9)i , qui siiffit a assurer la convergence de la serie 2_^ (~) » ^* valeur de i 

å partir de la quelle cette serie eAt décrir aussi vite que 2i~^'"*' eAt été tres supérieure 
å n,y et la limite supérieure de cette serie se fi\t trouvée augmentée. 
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On obtiendra alors, comme au paragraphe précédent, les inégalités 



S(7X<H;fK)> M{r)<e 



-[»t/(»i)J 



8. Nous allons maintenant compléter la proposition du § 6, en dé- 
montrant un théoréme analogue å celui du § 20 de la premiére partie. 
Considérons le produit G (z) ån % 5, pour lequel on a 

r,>k{\ogty. 
Je dis que si Van- a 

(9) M{r) > e^'f 
on a, å partir d'une certaine valeur de r 

(10) r,<(i+e)A(logi)" 
6 tendant vers zéro avec - . 

r 

Posons en effet 

^{i) = x{\ogir 

et supposons que Ton ait, pour des valeurs n^ de i indéiininient croissantes 

r,. = Ä^(n,), K> \. 

Nous poserons 

r=<p{n) — K^~^^{t\\ o</9<i 

et 

Si Ton se reporte aux calculs du § 4, on voit, qu'il sufiEit, pour que 
r et Wj prennent ces valeurs, que Ton ait fait 

a = (i —f[)a\ogK, a' =^(T\ogK. 

D^ailleurs 

n = nf , n, = w^ . 
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On a, par suite, les inégalités suivantes: 






e- ."»«t) n('-«>"' 






puisqne er log — = a'. 

Or on vérifie sans peine que, quelque petits que soient a et a', on 
peut trouver un nombre positif s tel que les seconds membres de ces iné- 
galités soient tous trois inférieurs ä n^'% ä partir d'une certaine valeur 
de n; Tinégalité (7) du § 5 nous montre alors que Tinégalité (9) ne peut 
plus étre satisfaite. Ainsi Thypothése faite sur r„ conduit bien a une 
contradiction, ce qu*il fallait démontrer. 

9. Les fonctions de type exponentiel simple ne constituent encore 
qu'une classe tres particuliére parmi les fonctions de genre infini. Mais 
la méthode précédente permettra d'étudier tout aussi aisément des fonctions 
croissant de plus en plus rapidement. 

Sans insister sur les cas intermédiaires supposons qu'il existe un 
nombre fini a tel que Ton ait ä partir d'une certaine valeur de i 

i_ 

nXiog,/)^ 

et prenons pour pi Tentier le plus voisin de logilog, ?'. Posant, cette fois 



. dog i log, t (log r— - logj i) 



nous aurons encore 



I 



M{r) < e^ \r*/ J ^ (g tendant vers zéro avec -) 



et 



/r\/" 



I Q < ^;rw. 
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Nous déterminerons les nombres w^ et w, par les égalités 

(i +log,nj(logr — ^log3 w,) = y 

(i +log,n^)(logr — -^\og,n^^ = —^ 

OL et a' étant deux nombres arbitrairement petits, du méme ordre de grandeur, 
On a lorsque i > n^ 

y'(i) I + log, i , , , .v I I + « 

De inéme 



ni 



m 



Nous aurons donc finalement 

r\f* h 



r(^)"<^*,;rK) 



A ctant un nombre positif fini. Or on a 

<r a'(i + log,ii^" ^<»^— «(!-» logjii)"" 

w, == e' , Wj = e^ 

On dcduit aisément de lä que le module maximum 3/(r) satisfait ä Tiné- 
galité 



M{r) < e' 



/i+O'-" 



s tendant vers zéro avec - . 

r 



Ainsi la méthode de sommation qui vient d'étre exposée a une portée 
générale et elle permet d*étudier la serie ^(t) j P^^* suite le module 
M{r), quelque lentement que croisse le module r^ du zéro de rang i. 
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La dértvée l^gaHtJnni^fue d^une fonction de genre inflni. 

lo. Ija dérivée logarithmique du produit infini G{z) défini plus haut 
a pour expreasion 

Proposons-nous d'étudier le module maximum de g{z) dans des regions 
convenablement choisies du plan de la variable z. 

Si Ton ddsigne par n' le nombre des points fl, dont le module est 
inférieur a r, on peut affirmer que Ton a sur une infinite d arcs du cercle 
C de ravon r 



|.9WI>^. \m\ 



n 

IT» ) .... 



La demonstration qui nous avait permis d etablir ees inégalités dans le cas 

des fonctions de genre fini subsiste ici, en effet sans modification. Les 

conséquences que nous avions tirées de ces inégalités (au § 24) resteront 
vraies également. 

II. Cherchons maintenant a limiter la croissance de g[z)^ en suppo- 
sant que G{z) soit de type exponentiel simple. Considérons dans ce but 
une aire proportionnelle a /', par exemple ^ un carré A de c6t^ Hr. A 

rintérieur de ce carré se trouvent une infinite de regions (Deuxiéme Partie 

Hr 

§ 17) par exemple des cercles de rayon proportionnel ä -,^, danslesquels on a 



^^ \«t7 z — ai 



jf-, [h positif fini), 



r 



la somme S étant étendue aux divers påles contenus dans Taire A. 
D'ailleurs la somme des regions en question est avec Taire totale A dans 
un rapport fini. 

Dans les memes conditions, la somme 



^\z-a,Y 



a 



pi 



* La forme de Taire A n'importe pas ici. Remarquons qu'elle peut étre contenue 
tönt entiére å lintérieur d'un angle fini w ayant pour sommet Torigine. 
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étendne aux pAles contenus dans A est inférienr å — =^ — , la somme 



y 



|2-a,|» 



z 



^t 



est inférieure å „, , , et ainsi de suite. 

Hr 

Ces divers resultats, obtenus dans la seconde partia, s'appliqnent en 
effet å la dérivée logarithmique d'une fonction entiére quelconque, de genre 
fini ou infini. 

Soit maintenant a, Ton quelconque des poles de g (g) situés en dehors 
du carré A: on aura 

mm 

\z — a, I > A -= {k positif fini). 

Le module de la somme 2 relativa å ces divers poles est donc, pour la 
dérivée logarithmique, inférienr ä 



Er 



s a)"- 



Cette serie est celle dont nous avons évalué la somme aux paragraphes 
précédents. Sa limite supérieure sera 

^^ [h positif fini) 

si Ton désigne par ^^'^^ la limite assignée au module maximum M[r) de 

Si ^[r) croit plus vite qu'une puissance quelconque de r on peut 

prendre comme aire A un carré de coté — {m étant arbitrairement grand, 

lorsque r est lui-méme assez grand). Tous les points situés dans ce carré 
sont ä une distance de Torigine compris entré r et r(i + e), et Ton a 



Er 



£ et s' tendant vers zéro avec - . 

r 
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Supposons alors, en particulier, que G{z) soit de t3-pe exponentiel 
simple et que Ton ait a partir d'une certaine valeur de i 

ri> X{\ogiY (A et a positifs finis); 
nous pouvons énoncer la proposition sui vante: 

Qtielque petit que soit e, an a, dans une infimté de regions s'doignant 
indéfiniment de Vorigine 



it{') 



< /*<) ; 



on consfafei'aH de meme que Von a, duTW les menigs regions 



S'{') 



<e"0'. 






fi étant un nombre positif proportiomiel ä r"" {m fiui). 

Nous ajouterons qu'un angle quelconque cd dont le sinus est compa- 

rable ä — , en d'autres termes un angle arbitrairement petit contient une 

infinité de regions jouissant des propriétés énoncées. 

12. On peut compléter cette proposition comrae nous lavons fait 
au § 8 pour celle du § 6. 

Désignons par m{r) le module maximum de g{z) dans les regions 
définies plus haut. LHnégalité 

m{r) > e^^^ 

eiitrame, a partiv d^une certaine valeur de r 

??' > e ^^' 
quelque petit que soit e. 

Äctn mathematiea. 28. Imprimé le 20 octobre 1903. 2(> 
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En d autres termes, nous pouvons affirmer que si cette derniére iné- 
galite cessait d'étre vérifié pour des valeurs indéfiniment croissantes de r, 
on aurait dans des regions indéfiniment éloignées 

m{r) < e^~' ^^^ , {e' > o). 

On peut aussi agrandir les regions oix les resultats précédents sont 
valables en multipliant les limites supérieures assignées a \ff{z)\ , |<7'(^)| > . • • 
par une fonction croissante de 7i\ par exemple, par lögn' ou log log w^ 
Les nouvelles regions seraient alors telles que le rapport de leur somme a 
Taire totale Ä tende vers Tunite quand r augmente indéfiniment. 

Ajoutons enfin que Ton obtiendrait les mémes limites supérieures si 
Ton remplafait la fonction g{z) et ses dérivées par une fonction méro- 
morphe d'un type plus general: 



^w=i<^(ir+m 



les nombres bi étant tous finis ainsi que Tentier k, et If{z) étant une 
fonction entiére dont le rtiodule maximum est stipposé ne pas croitre plus 
vite que le module de la somme 2'. 

13. Ces divers propositions donneront lieu aux mémes applications 
que celles de la seconde partie. Ils vont nous servir a étudier le troisiéme 
type d'équations différentielles ä intégrales méromorphes qu*a signalé 
M. Patnlevé. Ce type est le suivant 

(II) y" = ^j + e'{ay' + fl)-\-e''(r/ + ^) 

les constantes a , y? , a , (? ayant les valeurs 

;- = — I, (?=i, a j ^ quelconques, 

ou ;' = — I , å = o, p= I, a quelconques, 

M. Painlevé a démontré que les intégrales de Téquation (11) sont 
des fonctions méromorphes dans tout le plan. La transcendante y s'ex- 
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prime par le quotient - de deux fonctions entiéres v et u vérifiant les 
éqnations simultanées 



." --'t 



u tt ' ve' /re' v , \ 

r = ( r OL)i 

u n' u \ u J 

(12) 

tT t^ _ ue^ (d£ja \ 

v v* v \ v * )' 



14. Pour ctudier les intégrales de Téquation (11) je ferai le change- 
ment de variable 

L'équation (11) devient 

c-'(r- 2r + C) = e-*^^^^=^ + e'{ae-'^C + P) + e''(re'''C' + ^) 



ou 



(13) :C = C" + aC + rC" + PCe'' + de'\ 

L*avantage de cette nouvelle équation est qu*elle met en évidence la fapon 
dont se comporte la fonction méromorphe C au voisinage de Tun de ses poles. 
Si j'=o, a = — I, les termes prépondérants au voisinage d*un p61e 
quelconque situé ä distance finie sont 



/2 A-a 



:r - c 

et il est aisé alors de vérifier que tous les pöles sont du second ordre et 
tous les résidus égaux å 2. 

Si au contraire ;- = — i, CC" devient infini comme C^ — C*, et il en 
résulte que les pöles sont du premier ordre, le résidu correspondant étant 
egal ä + yj— I. 

D*ailleurs, si nous désignons par f{z) la dérivée logarithmique de la 
fonction entiére w, la premiére équation (12) deviendra 

(12') n^) = -K' — aC 

Nous sommes ainsi amen ds a distinguer deux cas suivant la valeur 
de la constante ;'. 
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Considérons d*abord le cas oii ;- = o. On a alors, avons-nous dit 
(?=o, a = — I, y9=i et réqnätion (13) devient 

(14) cr = C"— c + cfe'% c= nz). 

Proposons-nous d'étudier la croissance des intégrales méromorphes de cette 
équation. 

15. N0U8 poserons 

C = 2g\z) + H{z) 

g[z) étant la dérivée logarithraique d'iin produit de facteurs primaires, et 
H[z) une fonction entiére. Nous désignerons par w' le nombre des pöles de 
g{z) dont le module est inférieur å r, par v' le nombre des zéros de B[z) 

de module inférieur å oyr en supposant que yj < — — . 

Un calcul analogue å celui de § 24 de la seconde partie va nous 
donner d*abord xme limite supérieure de n\ 

Bemarquons d'abord que toute intégrale de (14) satisfait aux équa- 
tions suivantes 

(^5) --^ + C+j-2j j = 0, 

(16) l'-^dz = fCdz + ^-^, 






obtonues en multipliant les deux membres de (14) soit par ^, soit par 
^, et en integrant: on a par suite aussi 



I C" C. * . e«* 



(17) ^^-2^ + C+Y-2/^^^ = 0- 

Cela pose, plapons-nous a Tintérieur du cercle C de rayon r^ ayant 
son centre ä Torigine, et désignons par jx un nombre ^ qui croitra indé- 
finimeut avec r^, d*ailleurs arbitrairement lentement. 



^ yu a, dans les calculs qai suivent, une valeur fixe dépendant de r^. 
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Je dis d abord qu'en tout p61e a^ de module ?< situé dans Cj on a 
rinégalité 



(I8) |/(»)|= / V* <2« 



\m\=\f'i 



T + /4 



Suivons en effet le rayon Oa^ å partir d^nn point fixe Zq. Je dis que 
Ton ne peut avoir simultanément en aucnn point de ZoU^: 



(19) K| = e% \I{z)\>2e 



r+/i 



On peut toujours prendre jj, assez grand pour que cette condition soit 
satisfaite en Zq. Supposons alors qu*elle cesse de Tétre en un point z^: 
je vais montrer que Ton aura en ce point 



\fM\<\f' 



»»•«+;» 



(20) \fM\<\jCd'i\<e 

L^égalité (1 7), ou Ton fait |(^| = |^ j = e''% donnera par suite pour 



'11 

C, 



une 



^ ('-.+;») 



limite supérieure proportionnelle å e' , et Ton en conclura que Tiné- 
galité (18) est vérifiée au point z^, ce qui nous conduit ä une contradiction. 
Pour calculer une' limite supérieure de |/'(^)| le long de z^z^, ob- 
servons d'abord que dans les intervalles partiels oö |C| < e'"*"^, la variation 
de \f{z)\ est plus petite que celle de e'*"*"^. Soit maintenant / un point 
oix [{J'! = e'"*''*. Puisque, d 'apres nos hypothéses, les relations (19) ne 
sont jamais satisfaites pour f^Q <r <r^^ Tinégalité (18) sera nécessairement 
vérifiée au voisinage de z\ tant que |C|>^'^. L*équation (15) donnera 
alors, pour \C\> ^'^ 

c 



c 



< {2 -{- a)e^ (a>o, arbitrairement petit avec -). 



Donc 



_L__<i,-^'-^"^ + (,+„)ef (._./). 



On en conclut que Tinégalité |C|>^'^ est satisfaite, autour de r', dans un 
intervalle 7\}\ supérieur ä A^ * , {h positif fini). Or, dans cet inter- 
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valle, la variation de |/(^)| est plus petite que celles de e**, la variation 



de 



C 



est elle-méme inférieure,^ (d 'apres (15)) ä 



(2 + e)e' + 2(6'" — e^) 

et, par suite,' (si Ton tient compte de la valeur de r^ — r^) å Ä,€r'[e'']j;j, 
(Aj inférieur å un nombre fixe). Nous obtenons donc finalement, (d^aprés 

e * t^ . On 

voit ainsi que Ton peut toujours prendre /a assez grand pour que Ton ait 
en z^ Tinégalité (20) et, par Buite, Tinégalité (18). 

Ce point établi, appelons z'^ le point de Oa^ le plus voisin du p61e 
a^y oti Ton ait |C| = ^'*. Entré z^ et a,, |^(^)| croit moins vite que e*"; 
Tinégalité (18) ne peut donc cesser d'étre vérifiée, ce qu'il fallait démontrer. 

16. Partons maintenant du p6le a,, et éloignons-nous en sur un 
chemin de longueur finie: tant que z sera assez prés de a^ pour que Ton ait 

(21) \:\>e^'^^^ (/^, >)ti), 

on aura certainement Tégalité (18), et Téquation (15) se presentera sons 
la forne 

--^+1+^ = 0, 1^1 <^ (s comparable ä e""^'). 

D'oä, par integration 

(22) -^^=^2\i+o\\\0-a,l \o\\<s, (^fini). 
Faisons alors 

T 

z — a^ = 



y/2e''»+^ 



* On a, en efifet, Tinégalité 



ten <(4 + e)«'+4[|/(^)|]:; 



£ ten dan t vers zéro avec - . La variation de 
second raembre. 






est inférieur å la racine carré du 



/X /A 



e2 



< h^e'''e 2 < /i'e« e'^(r, — r.) < h'e^ e^Ce''*-''» — I). 
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\r\ étant compris entré deux nombres finis, et - augmentant indéfiniment 

avec ^•j. En portant cette valeur dans Tégalité (22), nous constatons 
d'abord que Ton a 

l<rl>— !-- ^• 

cette inégalité entrainera, si y\ est assez grand, Tinégalité (21), ce qui 
montre que les calculs effectués sont bien legitimes entré a^ et z, 

Dautre part, nous constatons que, lorsque |t| augmente a partir de 
o, |C| va en diminuant: lorsque r dépassera un certain nombre fini \ on 
anra en z 

(23) |C| < k^e^'^' (A, positif fini). 

Nous en concluons que Von peut entotirer cJiaque j)dle a^ d'un cerxie 
Ci de rayon proportiormel ä , — - ne contenant ancun autre pole, et sur le 

rontour duquel on a ur a V inégalité (23). 

Il serait d^ailleurs possible d'entourer «.- d'un rayon yj fois plus grand 
{yj arbitrairement grand) jouissant de la méme propriété, et Ton en conclut 
comme dans la seconde partie que tous les cercles c^ sont extérieurs les uns 
aux autres. Des lors le cercle C de rayon r, , ayant son centre ä Torigine, 
ne peut contenir plus de r\e^'^^ cercles r<, et par conséquent plus de 
r\e''''^^ poles. 

Il en résulte que Von anra, h partir d*une ceiiaine valeur de r 

(24) n' < f>''+^^'')+2iogr 

6{r) étant une fonction croissante de r, croissant aussi lentement que 
Ton veut. 

D'ailleurs, puisque chacun des cercles c^ ne contient qu*un p6le «^, on 
voit que ces cercles constituent précisément les petites aires proportion- 

nelles ä — , que nous devrions d *aprés le § 9 exclure du cercle C, pour y 

pouvoir limiter le module de g [3) et de ses dérivées successives. Construi- 
sons alors la couronne I) limitée par le cercle C et par un cercle con- 
centrique de rayon yj^r^ (nous ferons 37 < 37' < i, fj étant toujours inférieur 
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a . Naus j^ouvons affirme)' que Von a,^ da ris toutes les portions de la 

rouronne 1) extérieure aux cercUs Ci 

(25) \ff{^)\ < "'''"'", \ff"i^)\ < ''^"^"''^ \ff"'{z)\ < «'<'+-'■>'" .... 

6, tendant vers zéro avec — . 

17. Je dis maintenant que Ton a, ä partir d'une certaine valeur de r 

(26) i,'<(i+s)r,. 

En effet s'il ii'eii était pas ainsi, nous constaterions (en raisonnant 
comme au § 24 de la seconde partie), que Ton peut tracer dans la cou- 
ronne I) une courbe fermée F entourant Torigine et ne rencontrant aucun 
cercle c^ telle que Ton ait en une infinité de ses points 

(27) H{z) > he^' > e^''^'^^'^ 
On aura d^ailleurs 

\H'{z)\<\H{z)[*\ \H"{2)\<\H{z)[^' 

a tendant vers zéro avec -. Dés lors, si Tinégalité (27) était satisfaite en 

méme temps que les inégalités (25), le terme C' ne pourrait étre détruit 
par aucun autre dans Téq nation (14), quand r^ dépasserait un certain 
nombre. On a donc bien Tinégalité (26) a partir d'une certaine valeur de r. 

18. Chercbons maintenant des limites inférieures de n' et ?/. Nous 
considérons dans ce but un angle cd ayant pour sommet Torigine et con- 

tenant Taxe réel, cd pouvant décroitre avec - plus vite quune puissance 

quelconque — de - . Supposons que Ton ait pour des valeurs de r in- 
définiment croissantes Tinégalité 

(28) n' Ke^'-''^ a>o. 



* Od a, en particulier, les inégalités (25) dans oertaines portions de la conronue 
Z>j limitée par les cercles de rayons r, et r,(i — e), e tendant vers zéro avec — . 



\ 



Sur quelques propriétés des fonctions entiérea. 



209 



Nous pourrons alors appliquer le théoreme du § 1 2 dans les portions de 
Tangle (o intérieures ä des couronnes D^ s^éloignant indéfiniment de Torigine, 
et limitées respectivement par des eercles de rayon r,, r,(i — c), (s tendant 
vers zéro comme w). 

Dans Tune quelconque A^ de ces poi-tions d angles, il existe des cercles 

d de rayon supérieur a "Ffrx (^ fonction décroissante q^tielconqne de rj, 
oti Ton a^ 



(28O 



(/\z) \ < e^-^^^-^^^, I /7"'(^) I < e'^»('-"*>, 



flij étant un nombre positif, par rapport auquel A devient infiniment petit 
lorsque 7\ augmente indéfiniment. 

Je dis que pour la valeur 7\ de r considérée, le module maximum 
M(r) de la fonction II{z) satisfait néeessairement a Tinégalité 



(29) 



M{r) > e"('-'^ , 



e' devenant (avec -) infiniment petit par rapport å a. 

En effet, on peut choisir X de maniere que les cercles d couvrent par 
exemple, plus de la moitié de la region A. Il existe alors (Seconde Partie, 
§ 8) dans A^, des cercles d oti Ton a 



HXz) 



<e 



»I»-! 



H"(z) 
Hiz) 



Siri 



Sj tendant vers zéro avec — . Dés lors, si | H{z) \ n était pas, dans un tel 
cercle rf, supérieur ä la limite (29), on y aurait évidemment 



(29') 



(Ti < «'■'('-'"', |C"| <e""'('-'''^; 



C^" et C* se trouveraient étre négligeable par rapport ä C<^*', et Téquation 
(14) se présenterait sous la forme 

C* + {i + å)Ce" = o, 



* En se reportant au § 8, on voit que si Pinégalité (28) est vérifiée pour r = r^f 
les inégalités (28') seront satisfaites pour )• = r, = ar,(l + a)~*^ (a > O, b > O). 

Aeta moihåmatiea. 28. Iniprlxné le 26 octobre 1903. 27 
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tendant vers zéro avec — . Or on constate aisément que Ton ne 

saurait avoir cette équation dans tout un cercle d] supposons en effet 
qu'elle soit satisfaite dans un tel cercle le long d'une droite b^z joignant 

deux points de distance égale ä e ^ * , les inégalités (29') étant satisfaites 
en 0^ ; Texpression 



\/C(z) — yj:{z,) 



ri-UriU) 



serait proportionnelle ä ^ ^ , ce qui ne peut avoir lieu, puisque la 
premiére inégalitd (29') est par hypothése satisfaite en z. 

L*hypothése faite sur M{r) était donc inadmissible : ou n^est, pour 
r = r,, supérieur ä la limite (28), ou Ton a Tinégalité (29). 

19. Des divers resultats qui précédent, nous pouvons tirer les con- 
séquences sui vantes: 

Considérons le module maximum m{r) de la fonction méromorphe C 
dans le charap défini au § 10, (les pöles a, étant entourds de petites aires 
bi que Ton a exclues de ce champ): m{r) satis/era dans les regions restantes 
a la doiible inégalité 

Les modules maxima de f{z) et de \ogn = J f{z)dz satisferont dans 
les mémes regions aux mémes inégalités. 

Considérons maintenant la fonction entiére 

u = G{z)e''^'\ 

Si on a Tinégalité (28) pour une valeur r, de r les inégalités (28') et 
(29) seront satisfaites pour r = 7\ = r^{i -^^ a)~\ {b>o). Il en résulte, 
puisque H=K'\ que le module maximum* -M,(r) de K{z) est, lui-méme, 
supérieur, dans la couronne B^ a e''^^^'~^"\ Désignons alors par A{;r) la 
plus grande valeur positive de la partie reelle de K pour r = r^^ et soit 



* D'aprés les théorémes de la seconde partie, on peut toujours tracer dans la 
couronue D^ un cercle sur lequel on a 



K{z) 



e'''' Y tendant vers zéro avec — 

T, 
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rj = r5(i + a)~* =rj — yo, (6'>o, yo>o). Il résulte d'un théoréme de 
M. BoREL ^ que Ton a, (quel que soit yo), ä partir d*une certaine valeur de r^ 

P 

Si nous faisons, par exemple, p = — , {q arbitrairement grand, on 
voit qxie Ton aura certainement a partir d*une certaine valeur de r^ 

Cette inégalité, jointe au théoréme du § 2, nous montre que le mo- 
dule maximum de ti satisfera, lorsque r sera assez grand 

e* <M(r)<é>' , 
quelque petit que soit e. 

20. Il n*est pas nécessaire d^nsister pour montrer que la méthode 
précédente s'applique, tout aussi aisément, au cas laissé de eoté oö la con- 
stante y de Téquation (13) est différente de zéro. On a alors, avons-nous 
dit Tune des deux équations 

(31) cr = :" + olC—c + /5.V' + e'\ 

(32) zr = c'' + oiC—c + :e'' 

avec 

(33) c-oi:=nz) 

f{z) étant, en vertu de Téquation (12'), la dérivée logarithmique d'une 
fonction entiére. Nous poserons eomme plus haut 

f{z)=ff{z)-\-H{0) 

g[z) étant la dérivée logarithmique d*un produit de facteurs primaires. 



' Sur les zéros des foncHom entiéres, p. 365. 
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(35) 



(34) 



2 1. Toute intégrale de (31) satisfait aux deux équations 



fl étant un nombre 
quen tout pöle a^, {Ja^ 
a rinégalité 



qui croit indéfiniment avec r, , je dis d'abord 
= r,) contenu dans le eercle C de ra3^on r,, on 



(35) 



\i{^)\ = 



f{^^$) 



dz 



< ze*'*" 



Pour*le démontrer, on établira dabord que Ton ne peut avoir si 
multanément en aucun point de Oa,- 



(36) 



\C\ = e'^, \I{z)\>2e'^^''. 



Supposons, en effet que cette condition, satisfaite en z^y cesse de Tétre en 
z^, On verifiera alors, en raisonnant comme au § 15, que Ton a en z^ 



1/ 



\fM\-<\ {c'-oi:)dz 



<e"'^-''. 



D'ailleur8 on aura, (en combinant (33) et (34)) 



e»' e*' 



i^'-4^=<-|-/'^-ig-+^/-,w 



et Ton en conclura, (d apres (34)), que Tinégalité (35) est satisfaite au 
point z^ et, par suite, au pöle a,. 

Si maint^nant nous nous éloignons du pole a,, on voit que tant que 
Ton aura 

I c I > c''^"' (/i, > f^), 

réquation (33) se presentera sous la forme 



^^ + I + <> = o (1^1 tendant vers zero avec - et — — -) 
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ou encore sous la forme 






On en conclut (comme au § 1 6) que a Tintérieur du cercle C on 

peut entourer les pöles (ii de cereles de rayon proportionnel ä e ^ , 

{0>/i^)y ne contenant chacun qu'uii pole, tous extcrieurs los uns aux 
autres, et sur le contour descjuels on a Tinégalité 

On constate alors, — en désignant par p' le nombre des zéros de 

H{z) dont le module est inférieur a r/r (rj< ), — que Ton a, a 

partir d\ine certaine valeur de r, les incgalités 

71' <</^'-+^C')+-^ !-«'-, j,'< 2r(i +s), 

s tendant vers zero avec - . 

r 



22. Soit d autre part M{r) le module maximum de II{z) pour \z\ = r. 

Si rinégalitc 

n' < p''^^-"> a > o 

se trouve vérifiee pour des valeurs r, de r indéfiniment croissantes, on aura 
dans certaines regions de la partie eomnuine ä la couronne D, et ä langle 
(O définis au § i8 

|//(^)|<^^''''^'"""»\ WV)\ < c>^^'^^-"^ (a, > o). 

On constate alors que dans la couronne />j, M{r) est supcrieur ä e^''*^*~'\ 
6 tendant vers zéro avec — ; car, sil n'cn ctait pas ainsi Tcquation (31) 



^•1 



-^(•^'•H^) 



donnerait dans un cercle de rayon proportionnel a e ^ regalito 

\d\ tendant vers zéro avec -, ce qui conduit ä une contradiction (§ 18). 
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Si Ton pose 



u = G{z)e''^'\ 



le module maximum de K{z) satisfait dans la couronne D, ä la méme 
inégalité que M{r), et Ton en conclut, en désignant par M(r) le module 
maximum de u que 



Mi-O 



M(r)<e' 



2r(l+0 



s tendant vers zéro avec - . 

r 



23. Toute intégrale de réquation (32) satisfait aux deux équations 



(37) 



(38) 






IX étant un nombre qui croit indéfiniment avec r^, on constate que 
Ton a en tout point p6le a^ contenu dans le cercle C de rayon r,, Tinégalité 



/ 



6 



dz 



< 26 



i 



) 



(r = j.|). 



On voit alors qu'au voisinage d'un pole a,, tant que Ton a 






K|>e' 

réquation (37) se présente sous la forme 



1 



(/*! > t^)^ 



j, + {i+d)C = o \d\<e, 



e tendant vers zéro avec - . 

r 



Conservant toutes les notations du paragraphc précédent, nous déduirons 
de la Ics inégalités 



n' 



..» 



r+0{r)\2\ogr 



v'<p-{i+s), 



B tendant vers zéro avec - , et 0{r) croissant arbitrairement lentement. 



Sur quelques propriétés des fonctioDS entiéres. 215 

D'autre part, on a ä partir d*uiie certaine valeur de r Tune au moins 
des deux inégalités 

i-'^*-*) HM-i \ jKi-O 

n' > e^ , M{r) > e* 

On en conclut que le module maximum de la fonction entiére, satisfait 
aux inégalités 



e' <M(r)<e" 



} 



£ tendant vers zéro avec - . 

r 



QUATRIÉME PARTIE. 



I. Les resultats qui m*ont pennis plus haut d'étudier les fonctions 
entiéres découvertes par M. Patnlevé ont une portée générale: on pourra 
les appliquer a Tétude d*une fonction entiére queleonque satisfaisant ä une 
éqoation différentielle donnée. On ne connait encore, il est vrai, que tres 
pen d'équations dont les intégrales soient entiéres. Mais il est probable 
que les profondes méthodes de M. Painlevé, appliquées aux ordres supé- 
rieures, permettront bientöt d'en former de nouvelles. On saura alors vrai- 
sembltiblement étudier leur croissance et évaluer leur ordre de grandeur. 

Il est naturel de se demander si, dans les recherches de ce genre, 
rhypothése d apres laquelle Tintégrale étudiée est une fonction entiére est 
une condition indispensable de la precision des resultats. En fait, si Ton 
est en présence de certaines classes simples d^équations, on saura étudier 
la croissance de leurs intégrales, sans faire aucune hypothése sur la natnre 
de ces intégrales. Il convient d'examiner jusqu*oili peut conduire une sem- 
blable méthode. 

Je me bomerai ici aux équations algébriques du premier ordre. Elles 
ont été étudiées au point de vue de la croissance par M. Borel, et, apres 
lui, par M. Lindelöf.* 

' BoREL, Mémoire sur les series divergentes (Anu. Ec. Norm. Sup. 1899). LiN- 
DRLÖF, Bnll. de la Soc. math. de France 1899. 
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Considérons une intégrale reelle que nous supposons continue lorsque 
X est réel et varie de o a + co. M. Borel a démontré que Vhitégrale 

y est å partir (Time certaine tmleur de x, inférienre ä e^ . Précisant ce 
resultat, M. Lindklöf désigne par m le degré de réquation par rapport 
a rr, et il montre que l^on a, a partir d'une valeur x^ de x 

C étant une constante finie. 

Il pourra arriver cependant que \y\ reste tres inférieur å cette limite, 
comme le montre la proposition sui vante ä laquelle est parvenu M. Lindelöf: 

Ou bien Vmtégrale y est du type exporientiel et reste romparable å une 

e 

fonction croissante de la forme e* {c nomhre fint); ou bien y reste compris, 
ä parlir d'une certaine valeur de x entré e~' et e' , quelque petit que soit e, 

Les recherches de M. Lindelöf nous ont ainsi révélé Texistence de 
deux types d*intégrales fort différents. Mais elles ne nous ont pas appris 
ä reconnaitre si une équation donnée admet des intégrales de Tun ou de 
lautre type. D*autre part la méthode de M. Lindelöf qui repose sur 
une application du théoréme de Rolle suppose x réel. Elle exige de plus 
que y soit continu sur tout Taxe réel: or nous ne savons pas reconnaitre, 
a priori, si cette condition est réalisée, et Tétude de la croissance de y 
devrait précisément avoir pour premier but de nous renseigner sur ce point. 

Cest pourquoi je n*ai pas cru inutile de revenir sur le méme pro- 
bleme, en prenant pour point de comparaison la théorie des fonctions en- 
tiéres. On va voir que le probléme comporte une solution assez precise. 

2. Les resultats obtenus dans la seconde partie de ce travail nous 
montrent immédiatement quelle doit étre la forme d*une équation algé- 
brique du premier ordre pour qu'elle puisse admettre une ou plusieurs 
intégrales entiéres (de genre fini). Il faut que cette équation contienne 
plusieurs termes de degré supérieur par rapport hy et t/'. En effet, lorsque 
le terme de plus haut degré en y et y' est unique, il suffit de se re- 
porter aux inégalités du § 13 de la seconde partie, pour voir qu'il ne 
pourrait étre détruit par aucun autre, si y était une fonction entiére. Dans 
ce cas, si y est une fonction uniforme ayant une singularité essentielle k 
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rinfini, elle sera nécessairement, au voisinagc de cette singularité, nne fonc- 
tion méromorphe semblable ä celles que j*ai étudiées dans la seconde partie 
de ce travail; elle restera eomparable, (si Ton excliit du champ de la va- 
riable le voisinage immédiat de ses pöles) a une puissanee finie de .r. 

Nous sommes ainsi conduits ä répartir les équations algébriques entré 
deux classes, suivant qu'elles contiennent ou ne contiennent pas deux ou 
plusieurs termes de degré supérieur par rapport a y et a y' . Cette distinc- 
tion va nous permettre de compléter les resultats de M. Lindelöf. 

3. Considérons, pour commeneer, une équation résolue par rapport a y' 
(I) xSQ{x,y)-l\x,y) = o 

P et Q étant des polynömes en x et y. 

Je dis que si cette équation est de la seconde classe, toutes ses inté- 
grales appartiennent au second tvpe signalé par M. Lindelöf. Plus pré- 
cisément, si Ton suppose encore que Tintégrale y est reelle, continue et 
croissante sur Taxe réel, crtte intégrale croUra moins vite qu*une puissanee 
Jinie de la variable x. 

Il suffit, pour le vérifier, de reprendre le raisonnement employé par 
M. BoREL dans son mémoire Sm' les series divergentes, en y apportant une 
légére modification. 

y étant une fonction quelconque de f satisfaisant aux conditions qui 
viennent d*étre énoncées, M. Bohel a montré que si Ton ne peut pas 
trouver de nombre ^^ tel que Ton ait, pour ^ > ^^ 

y <e'^ 

il existe sftrement des valeurs indéfiniment croissantes de c pour lesquelles 
on a å la fois 

De plus, parmi ces valeurs, il en est d*aussi grandes que Ton veut pour 
lesquelles on a, en méme teraps que les inég*alités précédentes, Tinégalité 

Il est clair que ces resultats subsist^nt si Ton remplace f par la fonction 
croissante de x log log ^ (a;). Supposons alors que f^{x) croisse moins vite 

Ada mathematiea. 28. Iniprimé le 26 octobre 1908. 28 
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qu'une puissance^ finie de x. Nons pouvons afifirmer que si Ton ii'a pas, 
a partir d*une certaine valeur de Xj Tinégalité 

on aura simultanément, pour des valeurs rr, de x indéfiniment croissantes 

v > F(^), ^ = -!l -T^- >'^y>'^'- (s, positif fini) 



et 



d^ ^Ä^>+' 



dx= X 



Ces inégalités limitent la croissance de Tintégrale y, Désignons en 
particulier par m un nombre supérieur aux degres par rapport ä x des 
polynömes P et Q, Nous constatons que (p{x) sera nécessairement in- 
férieur ä o?*" si la difféi'(mce des degres p et q de P et de Q par rapport å 
y n'est pas égale ä Vunité. 

En effet, s*il n'en était pas ainsi, tous les termes de Téquation (i) 
seraient, pour x = x^, négligeables par rapport au terme en y^ ou au terme 
en y'y'': le premier membre de Téquation ne pourrait donc s'annuler. 

Ainsi, si 2> — ? ^t différent de i, comrae nous le supposons ici, on 
aura, ä partir d*une certaine valeur de x 

(2) yKx"^, 

Le resultat serait le méme si Téquation étudiée n*était pas résolue 
par rapport a y': soit dans ce oas 

A{x)yy^ 

le terme de degrc supérieur en y ei y\ terme qui est supposé unique: si 
Ton avait par Tinégalité (2), ce terme ne pourrait étre ddtruit par aucun 
autre (pour certaines valeui^s x^ de x). 



Je suppose qu'il existe des Dombres 8 , ä^ tels que les rapports — et -^ soient 

S 0' 8 

croissants å partir d'une certaine valeur åQ x. On a alors —< — <-• 

X <p X 
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Considérons maintenant le cas ou p — g= i.. L*équatioii (i) prend 
alors la forme 

(3) y'(a, + «,y + . . . + ay-') = b, + .,. + b^y^ 

les a et les h éfcint des polynomes en x, 

Deux cas sont encore ä distinguer suivant que le degré de Qp est 
supérieur, ou au contraire inférieur ou egal a celui de b^, 

Lorsque le degré de a^ est supérieur å celui de b^, Vinter/ rale y {supposée 
reelle, continue et croissante) satisfait, ä partir d^une certaine tmleur de x ä 
Vinégalité (2). En effet, s'il n'en était pas ainsi, on aurait pour certaines 
valeurs de x 

y > x"^ {m arbitraire grand) et y' > — {h positif fini), 

•C 

et le terme dpy^y^"^ de Téquation (3) ne pourrait alors étre détruit par 
aucun autre. 

Ainsi se trouvent définies deux classes d'équations (i), dont les inté- 
grales satisfont, å partir d'une certaine valeur de rr, ä Tinégalité (2). On 
voit que ces intégrales ne peuvent pas croitre comme des exponentielles, 
mais restent comparables a une puissance finie de la variable x. Elles 
appartiennent au second type signalé par M. Lindelöf. 

Lorsque y est complexe, on doit former les équations auxquelles satis- 
font sa partie reelle d*une part, sa partie imaginaire d 'autre part, et étudier 
ces équations séparément. Mais pour parvenir a des resultats pratique- 
ment utilisables, il faudrait savoir déterminer les lignes sur lesquelles le 
module de y est croissant. Or cette dctermination serable presenter de 
grandes difificidtes. 

4. Si nous considérons au contraire les équations (3) pour lesquelles 
le degré de a^ est ivf&rieur ou egal ä a*lui de 6^, nous pourrons faire une 
étude descriptive assez precise de leurs intégrales. On peut observer que 
dans le cas oö nous nous pianons {p — q= 1), les int%rales de Téquation 
(i) sont ä un certain point de vue comparables ä des fonctions entiéres. 
Ces intégrales ne peuvent en effet devenir infinies en aucun point non 
singulier essentiel. Supposons en effet que y devienne infini comme rr"* 
{m > o). On aurait au voisinage du point singulier 

I .'/' I 



Ivl 



m 



m + l 



> C {c fini), 
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inégalite que ne peut vérifier aucune intégrale de (i) oq un point non 
singulier pour les. coefficiente. Nous allons voir se poursuivre lanalogie 
cntre les foiictions entiéres et les intégrales des équations (3) considérées, 
en étudiant la croissance du module \y\ lorsque x approche du point sin- 
gulier transcendant situé ä Tintini. 



5 . Posons 



et faisons 



]/ = UV 






Nous supposerons que le degré de bp surpasse celui de a^ de pt unités. 
Pla^ons-nous en dehors d'un eercle contenant les zéros de bj, et ceux de 
a^. Sur une infinité de rayons R issus de Torigine et situés dans /£ + i 

angles égaux å (1 — a)—— (a étant un nombre positif fini, arbitrairement 

petit), il est comparable å e*'^' , k étant un nombre positif fini. 
D autre part, on a 

Cherchons une limite supérieure du module |i;'| sur un rayon R. * 
Désignons dans ce but par a un nombre supérieur aux dégrés de tous 
les polynömes a. Si Ton a, ä partir d'une certaine valeur de |x| 

(5) \iw\>h\x\% 

h étant un nombre fixe, tous les termes du dénominateur s'effaceront devant 
le dernier, lorsque \x\ croitra; en particulier, si |rc| dépasse un certain 
nombre r^, ce dénominateur sera, en module, supérieur å 

Äj I iipU^v^'^ I (Aj positif fini). 



* Je me conteute de dire qae les noinbres a ^ a^ ^ a^ sont finis, n'ayant pas besoin 
de plus de precision. Mais on pourrait facilement les calculer. Ainsi, désignons par 
r et Tj les degres de a^_i et de hp—\, a est le plus grand des nombres Tj et /yr. 
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D'autre part le module du numérateur de v' est inférieur a 

'*3 h*''"^^^"^^"*!» (^2 ®* ^1 i^ombres finis). 
On a, par suite sur le rayon 72 considérd 

(6) V'\< K Yu\ ^*3 » ^« positifs finis). 

Posons alors ji;j = r, et soit i\ la valeur que prend v (sur le rayon 
22) au point de module }\, Nous pouvons, avons-nous dit, trouver un nombre 
positif le tel que Ton ait, sur le rayon JB considéré (pour r > r^) 

Nous aurons evidemment a partir d'une certaine valeur de r 

r 



»•o 



k^ étant un nombre positif inférieur a k. 
Il en résulte que ^ 

I y I < c (c inférieur a un nombre fixe) 



et 



\v\> \vo\—e-'''^^' 



Si donc la valeur initiale |ro| satisfait ä Tiné^alité 

.A* -Hl 



(7) \vo\—e-'''^ >c, 

la valeur de |i;| en x sera elle-méme tinie et supérieure a c^. 

Pour parvenir å ce resultat, nous avons dft supposer que Tinégalité 
(5) était vérifiée pour r>r^. Cette supposition est sans conséquences si 
Tinégalité (7) est satisfaite au point x^. Imaginons en effet que Tinégalité 

^ On a en effet 

r r 

eV dr < J {ft + OÄ-jr^^e-V 
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(5) vérifiée pour r^ < r < r.^ cesse de Tétre au point r^ : il faudra que 
r-inégalité 

• 

(8) \v\>c, 

cesse elle-méme d^étre satisfaite en un point r^ situé entré r^ et r, : con- 
clusion absurde, puisque nous avons démontré que Tinégalité (5) satisfaite 
pour Vq < r < r^ entraine Tinégalite (8) dans tout Tintervalle y^^r^ . 

Nous constatons ainsi que Tinégalité (7) entraine Tinégalité (8) le 
long du rayon R, Il en serait évidemment de méme le long d'une iäroite 
quelconque sur laquelle \x\ croit comme r^r {rj fini). et, par suite, dans 
tout Tangle A ayant pour sommet Torigine dans lequel on a 



\u\ > e 



kr^-^' 



Dans tout cet angle {pour \x\ > 7^J, y ne présente 7ii zéros 7ii pöles, 
et Von a 

X étant compris entré deux nombres positifs fixes. 

On peut interpreter comme il suit ce resultat: il est possible de mettre 
Tintégrale y de Téquation (3) sous la forme 

(9) y = Cu + ip{x,C), 

C étant une constante arbitraire, de telle fa^on que le second terme de 
régalité (9) s'efface devant le premier dans Tangle .4, å moins que C 
n^approche de la valeur particuliére zéro. Gu est alors une valeur prin- 
cipale de y dans Tangle A, 

On obtiendrait les mémes resultats dans les fi + i angles ou le mo- 

dule de u est croissant. Supposons en pai*ticulier que le quotient —'' se 

réduise å une constante. C*est alors dans tout un demi-plan que \y\ serait 
comparable ä e^*^', (A > o). 

6. Pour parvenir ä ce resultat, il n'est pas nécessaire de supposer 
que dans Téquation (3) les fonctions de a? , a, , a, , . . . , 6j , 6^ , . . . sont des 
polynömes. Supposons que sur un rayon R issu de lorigine, tous les a 
et b soient ä partir d'une certaine valeur r^ de r inférieurs ä une puis- 



Sur quelquos propriétés des fonctions entiéres. 223 

sance finie de r,r'., supposons de plus que sur ce rayon, Ton ait, pour 



r > r. 



I « I > e*-' 
et 

k et p étant des nombres positifs finis. Tous les resultats du paragraphe 
précédent s*appliqueront sur le rayon R au produit ?/ = uv . 

Les fonctions «, , ff, , . . . , ^i , b^ pourront etre par exemple, des fonc- 
tions méromorphes semblables a celles que j*ai étudiees dans la seconde 
partie de ce travail, ou des fonctions algél)riques. La methode précedente 
permettra d'étudier tous ces cas en defciil, quoique leur diversité nous em- 
péche d'énoncer å leur sujet des propositions générales. 

7. Kétude des intégrales de Téquation (3) conduit donc, au point 
de vue de la croissance, a des resultats particuliérement intéressants. Dans 
les /i + I angles définis plus haut, nous savons évaluer le module d*une 
intégrale: ce module croit comme celui d'une fonction entiére de genre fini. 

Les resultats précédents permettront encore d*étudier Téquation (i), 
dans le cas considéré au § 4, ou elle contient un seul terme de degré 
supérieur par rapport ä y et y'. Désignons en effet par C une intégrale 
particuliére de l*équation (i), et posons 



La fonction Y satisfera a une équation de la forme (3). Pour s'en rendre 
compte, il suffirait de remarquer qu'une intégrale y, différente de C, ne 
peut étre égale ä C en aucun point non transcendant pour Téquation ; 
dans le cas contraire, en effet, on aurait en méme temps, y' = C', et les 
deux intégrales coincideraient dans tout le plan. La fonction Y ne pré- 
sente donc, en dehors des points singuliers transcendants de Téquation, 
aucune singularité polaire. Elle est de méme nature que celle qui a été 
étudiée dans les paragraphes précédents. 

Supposons en particulier que Téquation (i) admette une intégrale ra- 
tionnelle qui sera celle que nous appelons C- Dans Téquation (3) a laquelle 
satisfait F, les fonctions a, , r^^ , . . . , 6j , 6^ , . . . seront alors des polynomes, 
et Ton pourra appliquer a la fonction Y les resultats du ij 5 si le degré 
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de a^ est inférienr ou egal ä celui de 6^. Nous constatons alors que dans 
les /i + I angles définis plus haut, Tintégrale générale y se rapproche tndé- 
finimfntl^ lorsque \x\ croit, de Vintégrale ratimmdle C La différence y — C 

est cgale, dapr^ ce qui précéde, h p~^'^ , A restant compris entré denx 
nombres positifs fixes. 

On pourrait chercher ä généraliser ees resultats en étndiant des éqoa- 
tions plus compliquées. Ils peuvent sans doute donner lieu ä diverses 
applications pratiques, puisque la méthode qui vient d'étre développée ne 
permet pas seulement de limiter le module d^une intégrale, mais aussi 
d'évaluer ce module dans des regions étendues du plan. 

Mais il n'est nécessaire de multiplier les exemples précédents pour 
conclure que la croissance de certains types fort généraux de fonctions obéit 
å des lois tres simples et tres precises. H serait intéressant de rechercher 
dans quelle mesure la grandeur d'une fonction en est une propriété earac- 
téristique et, jusqu^ä quel point la connaissance de sa croissance renseigne 
sur la nature analytique de la fonction. On a vu que Tordre de grandeur 
d'uDe fonction entiére dépend étroitement de la densité de ses zéros; c'est 
dire qu'il est déterminé par la grandeur des elements composant Tensemble 
des déterminations de la fonction inverse. Mise sous cette forme, la pro- 
position est susceptible d'étre étendue å des classes de fonctions beaucoup 
plus vastes que celle des fonctions entiéres, et il est tres vraisemblable 
qu*elle peut Tétre. 

Ainsi la relation que nous avons observée dans le cas des fonctions 
entiéres n'est peut-étre que la manifestation d'une propriété appartenant ä 
des fonctions plus générales. Cest pourquoi il n'était peut-étre pas inutile 
de la mettre en lumiére, comme je me suis proposé de le faire dans ce 
travail. 



225 



SUR UNE SERIE D'ABEL 

PAR 

S. PINCHERLE 

k BOLOGNE. 



1. Dans le mémoire posthume (I^Abel: »Sur les fonctions généra- 
trices et leura déterminantes»/ on trouve, a la page 73, une formule tres 
remarquable ; c^est la suivante: 

(a) ^{x + a) = ^{x) + <^ a^ + — r^ di^~~^ + • • • 

a (a — vfiy- ^ d^"(x + vft) 
' I . 2 . 3 . . . n d«» ' 

Ce développement est obtenu par TAuteur en appliquant la méthode des 
fonctions génératrices ou, comme on dit å present, la transformation de 
Laplace au développement donné par Legendue: ' 

(b) ^' = I + ave^ + '^^^f—?^v'e'^' + "^^^^—^^ v' e'''^ +.... 

La foi-mule (a) semble avoir appelé Tattention d*ABEL d'une fafon parti- 
culiére ; un autre de ses travaux ' renf erme, en effet, la demonstration de 
la formule pour le cas oil f^(^) = ^", d'oili résulte immédiatement la méme 
formule pour tout polynöme entier. Dans ce cas, il ny a rien a remarquer 
sur notre formule; mais dans des cas plus généraux, elle peut parfaitement 



' Mém. XI du t. II de Pédition de Sylow et Lie, p. 6y. 

* Exercices de calcul integral, t. 2, p. 234. On obtient Bans peine cette serie 
comme application de la serie de Lagrange. 

' Mém. X du t. I de Pédition citée, p. 1 02. 

Aeta mathematica. 28. Imprimé le 29 octobre 1903. 29 
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ne pas étre exacte, car le second membre, méme s'il est convergent, peut 
ne pas avoir pour somme le premier membre. Cest la une conséquence 
de Tapplication pure et simple de la transformation de Laplace, qui 
échappait natarellement au temps d^ABEL, étant données les connaissances 
qu*on avait alors sur la théorie des fonctions. En particulier, comme on 
la reraarqué depuis longtemps, Tapplication faite par Abel de la formule 
å la fonction log re est inexacte. 

Halphen a repris Tétude de la serie d^ABEL dans un intéressant 
mémoire ' oh il donne les conditions sous lesquelles la formule (a) est exacte. 
La méthode tenue par Halphen pour établir cette formule différe compléte- 
ment de celle d*ABEL; il s'attache, en effet, å Tétude du systéme de po- 
lynomes 



n—l 



(c) P,(a) = «(a-wy?) 

et cherche les conditions de convergence d'une serie ordonnée suivant ces 
polynömes et les propriétés des fonctions représentées par de semblables 
series. Un autre auteur, M. Pareto/ a repris la question par la méthode 
d'ABEL, c'est ä dire en partant de la tmnsformation de Laplace, mais en 
précisant les conditions d*application de cette transformation selon des idées 
plus mödernes sur la théorie des fonctions: de cette fa^on il retrouve, pour 
la validité de la formule (a), les conditions données par Halphek. 

2. Le present travail se prqpose de reprendre Tétude de la serie 
d'ABEL å un autre point de vue. Au lieu de considérer comme elements 
principaux de ce développement les polynömes (c), ainsi que Ta fait Hal- 
phen, je donne le plus d*importance, en chaque terme de la serie, au facteur 

oö je considére f>{x) comme une fonction analytique arbitrairement va- 
riable dans une certaine classe, ou, comme je dis aussi, dans un certain 
champ fonctionnél, Je regarde ce facteur comme le resultat de Topération 



* Sur une serie d'Äbel. Bulletin de la Soc. Math. de France, T. X, p. 
67, 1882. 

^ Sw les fonctions génératrices d'ÄbeL Crelle, t. IIO, p. 290, 1892. 
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F", appliquée å la fonction f>{x), oö V{f>) est Topération J?iLTJ_j je 

donne quelques propriétés et des conditions de convergence des operations 
représentées par des series de puissances de F ä coefficients quelconques; 
enfin je passé au cas particulier d*une de ces operations qui, dans une 
partie de son champ fonctionnel de convergence, représente f>{X'\-a) et 
j'obtiens ainsi la serie d'ABEL comme spécialisation des operations susdites. 

3. Soit un systéme de constantes 

^0 > ^1 > ^3 > • • • > ^« j • • • 
tel que la serie 

(I) ia,z' 

n=0 



ait un rayon p de convergence fini ou infini, mais non nul. Nous allons 
nous occuper de Topération représentee par la serie 

(2) ^(j.)=ia,F"(j.). 

L' ensemble des branches de fonctions analytiques monogmes qui, substituées 
a ^{x) dans cette serie, la rendent uniforméraent convergente dans une 
aire du plan a;, constitue ce que j'appelle le champ de convergence de la 
serie. Pour toute fonction appartenant å ce champ, Topération (2) donne 
comme resultat une branche de fonction analytique. En outre, cette opera- 
tion jouit évidemment de la propriété d'étre distrihidive^ et d'étre permu- 
table avec Topération de dérivation. 

Il est facile de montrer qu il existe deux classes distinctes de branches 
de fonctions, n*ayant pas d*éléments communs, et appartenant Tune et 
Tautre au champ do convergence de la serie (2). 

a) J*indique par SR^ 1' ensemble des fonctions entiéres 



(3) i^(^)=lfe=^" 



dont les series associées ^ ^K^"" ^nt un rayon de convergence non nul. 



' Au sens de M. Borel. V. p. ex. Acta inatli., t. 21, p. 243. 



228 S. Pinchcrlo. 



Je considére une fonction (3), efc soit r le rayon de convergence de sa 
serie associée; si r^ est un noinbre positif moindre que r, il existe un 
nombre positif /i tel que 



/^ 






et on en conclut immédiatement que si ft = |^|, |ir| = <, on a 



Ti 



d^^ifix + n/9) 

par suite, il sufiFit de la condition 

(4) e' < rp 

pour que la fonction (p{x) appartienne au champ de convergence de la 

serie (2). La valeur de x ne figure pas dans cette condition, en sorte que 

Ä[f>) est une fonction entiere. Nous pouvons donc énoncer le resultat 
suivant: 

I. Etant dormés 6 = |y9| et p^ Véquation e^ = rp donne pour r U7ie 
racine positive unique r. Les f önations de V ensemble ?f\l pour lesquelles on 
a r <r constittient un ensemble linéaire ?l\l^ qui appartierd tout entier au 
champ de convergence de A{f>). 

En particulier, si yo = 00, tout Tensemble 911. appartient å ce champ 
de convergence, quel que soit ft. 

b) J^indique maintenant par 9T/ Tensemble des branches de fonctions 
analytiques réguliéres dans un domaine de re = 00, et représentées par 
conséquent par des series de puissances entiéres negatives de x. Soit ^{x) 
un element de cet ensemble: 

f^(--^) = T + r^ + zi + ---i 



«I7 cC •(/ 



soit r le rayon du cercle å lextérieur duquel la serie converge; si r, est 
un nombre positif plus grand que r, il existe un nombre positif fi tel 
que, pour toute valeur de iz, on a 

\k„\ </irl 
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Soit maintenant m un nombre entier tel que m^ soit extérieur au cercle 
de rayon r; il en sera de méme de 71/3 pour n> m; et si Ton prend un 
nombre positif t tel que Ton ait 

t < mb — r, 

ou 6 = I y9 1 , pour tout x tel que 

(5) < < I X' I < mb — r 

et pour w>m, les inégalités 

I :r + >2/9| > inb — | .^' | > >' 
se trouvent vérifiées. 
Les series 

^^^ " ■ d^~ " ( - O (7T7,y)' tr + ,.,^ + ^'' + '^(.^:rv;9)' + • • •; 

sont donc convergentes pour toutes les valeurs de x sus indiquées; en 
substituant aux valeurs absolues des termes de la serie (5) les nombres 
positifs respectivement supérieurs 

n 



{iib-\.r\Y' 



on trouve sans peine que Texpression asymptotique en n des fonctions (6) 
n est pas supérieure si 

<7» 



— ) 



{ehy sju 

oix e est la base de logarithmes, et oi\ g^ tend, pour ii = 00, ä une valeur finie. 
Cela pose, reprenons la serie -4(jp) dont nous négligerons les m pre- 
miers termes dont la présence n'a actuellcment aucune importance. En 
indiquant encore par p le rayon de convergence de la serie (i), les re- 
marques précédentes permettent de conclure immédiatement que 

II. La serie, ou f est uii élénunit quelcoiique de Tensemble ?fC 

Z anV"((f) 



n = m 
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est convergente uniformément pour toutes les valeurs de x données par (5), 
paumu que Von ait 

m. Il en est de menie pour 
si Von ajoute la condition que la serie 



soit convergente. 






Dans les deux cas, tout Tensemble ?fL appartient donc au champ de 
convergence de Ä{^). 

IV. Si la serie ^{x) est convergente dans tout le plan excepté x = o, 
sous les conditions des théorémes II et III la convergence umforme de la serie 
A[f>) s'étend å toutes les valeurs de x, en excluant du plan de la varicMe 
les points — n^ par des aires renfermant chaame un de ces points et aussi 
petites qu'on voudra. 

4. L'opératioii V étant permutable avec la dérivation et ayant la 
méme racine que celle-ci, c^est å dire la constante, toute operation per- 
mutable avec la dérivation et n'admettant pas cette racine pourra, par les 
principes généraux de la théorie des operations distributives/ 8'exprimer 
par un développement en serie de puissances de F ä coefficients constants, 
c*est a dire de la forme (2). Ce développement sera certainement valable 
pour un ensemble de fonctions, plus ou moins restreint, mais auquel ap- 
partiennent les elements i , o?, o?', En outre, les coefficients du dé- 
veloppement s'obtiennent par la méthode des coefficients indéterminés, en 
y faisant successivement ^ = i , re , re', . . . ; chacun de ces elements a?" étant 
racine de F" et non des puissances précédentes de F. 



* V. mon ouvrage Le operazioni distributive ecc, in coUaborazione on U. Amaldf, 
p. 45. Bologna, Zanichelli, 1 90 1. 
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Appliquons cette méthode å la recherche du développement en série 
de puissances de V do ropération que j'indique par ^", et qui consiste ä 
remplacer, dans une f onction donnée, x par a; + « • On aura 

et en faisant ici la f onction ^ successivement égale ä i , a: , a:', . . . , on 
obtient immédiatement 

______ a {a — 2fi) _ a(a--3/J)« 

^o-i» ^i-a, ^3- j 2 , ^, - 1.2.3""- 

En supposant alors démontrée la formule 



c» = 



a(« — «^"-> 



n 



ju8qu'ä une certaine valeur de n, on Tétend ä la valeur suivante n + i 
en 8'appuyant sur la formule d'analyse combinatoire 

w""*(w — i){m — 2)...(w — k+ i) — m{m — i)"*"*(w — 2)(w — 3)...(w — Ä) 

+ (T)(^~ 2r-*(7/i— 3)(m — 4)...(w — Ä— i) — . . . 

+ (— ^T~' (lY""'' {f^ — 0(*— 2) ... 2 . I = o 

dbnt la demonstration n^offre pas de difficultés. 

Nous avons ainsi obtenu la série d*ABEL, dont les coefficients, c'est a 
dire les polynömes (c), se sont présentés de la fa^on la plus naturelle. 
La méthode suivie enseigne que la formule sera valable, c'est ä dire que 
le second membre sera une série convergente dont la somme sera égale au 
premier membre, pour un certain ensemble fonctionnel renfermant les fonc- 
tions I , x , a:', . . . . Quant å Textension de cet ensemble, c' est le théoréme 
I (§ 3) qui va nous permettre de Tévaluer: il s'agit seulement de trouver 
la valeur de p. 

Or, Texpression asymptotique des coefficients (c) s obtient sans diffi- 
culté; elle est donnée par 



a 



(7) {ebff 'n - 
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on déduit de la que 

et par suite, en appliquant le théoréme I, on obtient le resultat suivant: 

IV. Si r est la rarhie j^ositive de Véqnatmi 

b -+i 

~e/ = I, 
r ' 

foufes Jes fondians de V ensemble 9tL paur lesquelles on a r <r appartie^inent 
au chamj) de validité de la formule d'Abel. ^ 

5. Si Ton indique par A[^) la serie d'ABEL, c'est ä dire le second 
membre de la formule (a), les coefficients de la serie Ä{^) donnent, comme 

on Ta vu, ^ = — ; les conditions exigées par le théoréme III sont en outre 

vérifiées, comme le montre Texpression asymptotique (7) des coefificients. 
On en conclut: 

V. IJepisemble 9^ appart umt tout entier au champ de convergence de 
la serie Ä{f>). 

Cependant, pour les fonctions de cet ensemble, la serie Ä{^) ne re- 
présente pas f (re + a), c*est ä dire la formule (a) n'est pas valable: Texemple 

de y(rc) = -, déjä considéré par Halphen, suffit ä le prouver. H ny 

a pas la de contradiction, puisque i , a; , rr*, . . . n'appartiennent pas å Ten- 
semble SfL. 

6. Bien que la serie -4(j^), appliquée ä une fonction de 9^, ne 
donne pas comme resultat f^(ic + a), cette serie nous donne une fonction 
^(x,a) qui vérifie Téquation fonctionnelle 

,Q, a0(j; , « + /^ _ a^A(* +/?.«) 

propriétc qui est vérifiée, en particulier, par les fonctions de rr + « • En 



* Cest lå la conditioD obtenue par Halphen, loc. cit., p. 7^1 0* P^r Pabeto, 
loc. cit., p. 307. 
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particulier, si f>{x) est une fonction entiére de - , la fonction ^{x,a) est 

une fonction uniforme de re et de a, entiére en a, ayant par rapport å x 
les points singuliers — n^y et qui vérifie Téquation (8). 

D'autres series de puissances de F, en outro de la serie d'ABEL, 
donnent naissance ä des fonctions qui vérifient Téquation (8). Ce sont 
les series 

^ In 

ou les coefficients jo» (a) satisfont å Téquation aux différences mélées 

(9) ^ = m-,(«-yJ). 

La solution la plus générale de cette équation est donnée par 

oil ^0 > ^1 ) • • > ^*<i sont des constantes arbitraires et P„ sont les polynömes 
qui figurent dans la formule d'ABEL. 
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NOTES SUR DEUX TRAVAUX D'ABEL RELATIFS A L'INTÉGRATION 

DES DIFFÉRENCES FINIES 



TAR 

F. GOMES TEIXEIKA 

k POUTO — P(>KTt"GAL. 



I. 

I . Le premier des travaux (I^Abel que uous allons considérer fut 
publié dans le Magazin for Naturvidenskaberno (Christiania, t. 2, 
1823). Dans la troisiéme partie de ce travail (Oeuvres complétes, 1881, 
t. I, p. 21) présente le grand analyste la formule suivante: 

(i) Tf>{x) ='fy{x)(lx—\{x) 



+ 



00 



o 



oii ^f^(x) représente Tintegrale finie de ^{x) et 6'une constante arbitraire, 
et en fait application a la détermination de quelques intégrales définies, 
qui avait été considérées par Legkndue dans ses Exercices de (Udcul inté- 
ffrid^ parmi lesijuelles se trouve la suivante: 

8in - - dt 

^^ / e'^' — I "" e" — "T ti "^2* 

o 
A^'xL mcUh^maiica. 2b. Imprimé le *JC novembre 19013. 
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Cest de cette formule (i) que nous allons premiérement nous occuper, 
pour en faire une nouvelle application, en démontrant au moyen d'eUe et 
de (2) la formule qui donne Texpression de la dérivée d*ordre quelconque 
des fonctions de 6?', connue par le nom de formtde d' Herschdl. 

Appliquons, pour cela, la formule (i) ä la fonction e^^x^*, n étant 
un nombre entier positif et u un nombre quelconque, et remarquons que, 
au moyen de Tintégration par parties, on trouve 

Te^x'" = -? x" — V 4 Ao;'", 

C " — I ^i— ' /;*• — 1 ' 

et par conséquent 



Ze'"^;'- = 



g«*|" Ä« /l>tt^' 



e" 



IL ö — I ' \c" — 1/ 



En posant alors 

-c;)^.-<-+..., 





j^Sh — 1 

Q-2n ^ 


on trouve 





/(^-T + «-7)^ 



O 



Les coefficients des mémes puissances de x dans les deux membres de cette 
identité doivent étre égals. En considérant premiérement ceux de x^'*; on 
trouve régalité 

00 

ut 
sin — dt . 



e'" — I e- — I u Z I . 2 . . . ?H 
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qui, ä cause de la formule (2), fait voir qu^est C = 0. Et en y posant 
ensuite x ^= o, il vient 



QD 




n' Bin -dt 



6" I 



(^) "" ^'" o'"] + (- 1)"-^' 2'" -4^^ • 



En appliquant la formule (i) a la fonction o;'* 'e"', on trouve de la 
méme maniére 



OP 




»^««l— 1 



+ .. 






+ (^)"" ^"-' O"-'] - (- O" =» 



Mais, d*un autre coté, en dérivant les deux membres de Tégalité (2), 
par rapport a w, 2w — i et 2w fois, on trouve 



ut 
t^^-' coa~ dt 



e^ 



— = (- I) 2 ^- -,. + -j^^^^^ J, 



t^'* sin — dt 



e^ 



— I ^ ^ L ti'-+» du»« J* 



De ces deux égalités et des deux antérieures on tire la suivante: 

— . ^ =—r-u T. ^o"* A'o- + ...+ (- ) A'"©"' . 

Maintenant il n'a qu*un pas ä donner pour obtenir la dérivée d'ordre fn 
de y = /*(e'*) par rapport a u. Il suffit qu'on forme quelques dérivées 
successives de /'(e*) pour remarquer quon a 
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A ^ B ^ ... étant des nombres, qui ne dépendent pas de la fonction con- 
sidérée, et qu'on peut, par conséquent, obtenir au moyen d*une fonction 
particuliére. En appliquant, pour cela, cette formule ä la fonction (e" — i)"*, 
on trouve 



2/ 



{-*) 



(e**— I)* 



I \ ,2Å 



T+'- = -3«(^)' 



/ f,H »I I -1 



On voit donc qu'est 



.1 - 



I .2 



A 'o'", 



Ii 



1.2.3 



A 'o'", 



(' --^ 



1.2.3.4 ' 



• • • 



et par conséquent 



y-) = f {€')€' + ^-|!!/-"(eMe»" + ff-r{e'')i'*'' + . . . + T (e ")('"•", 



23 



qui est la formule (VHerschvU. 



II. 

2. Le second travail d'ABEL que nous allons considérer, fut publié 
pour la premiére fois apres sa mört, et se trouve dans le tome 2, p. 1 
des Oeuvres complétes. Il y donne la representation de Tintégrale 

finie ^S — par une intéfi^rale définie, au moyen de laquelle il Tétudie. 

Ici nous allons étudier la méme fonction en prenant pour point de depart 
une serie qui la représente, et en appliquant les méthodes de la théorie 
des fonctions analytiques. 
Considérons la serie 



(O 



w = l 



I 



(m 4- ') 



-■\' 



oii a représente un nombre positif quelconque, laquelle contient comme 
cas particulier quelqu*unes qu*on trouve dans la théorie de la fonction 
r{x)y qui correspondent aux valeurs entieres de a, et supposons que m« 
représente \me quelconque des valeurs que prend z'\ quand z = m^ et 
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qu on détermine (w -|- ^Y par la condition de se reduire a la valeur choisie 
pour m**, quand o; = o. 

Cela pose, nous allons démontrer que la serie considérée est uniforme' 
nu^nt convergeräe dans une aire A^ limitée par un contour quelconque, 
laquelle ne contienne aucun des points d'affixes — i, — 2, — 3, .... 

Pour cela nous remarquerons premiérement que, si n est le premier 
nombre entier supérieur a la plus grande des valeurs que prend le module 
de X dans Taire A^ il suffit qu*on démontre quest uniformément con- 
vergente dans cette aire la serie 



m 






OU 




m 



fw«(m + xY 



IM =■ n + 1 



OU 



QD 




ake(\ + 0-\ 
\ in) 



\ «-i 



m~ M + 1 



OU A < I , o < ö < I . 

(Jr il est facile de voir qu'il exist^ un nombre M que le module de 

)sx(\ +Ö-) ne peut pas surpasser, quand x varie, sans sortir de Taire 

A , et /;/ prend les valeurs w + i , 7? + 2 , En efifet, si est a > i , on a 



I -\-e- 



""<6+H:-l) 



a—\ 






<2 



a -1 



quand m> v et |ir|<w; et, si a< i, on a 



x+O 



X 



m 



■"">( 



o 



'4) 



]-a 



> 1 — 



n 



v 4- I 



et pur (M)ns6|uent 



I + 6 



a-\ 



VI 



<)f+ I . 
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Nous avons donc 

o-l 



"-{' + 'S) 



Mais la serie 



M M M 

< 



m\m + aj|« »n(m — |«|)« (m — »?)«+i 



eo 



V ' 

est convergente. I^a serie (i) est donc iimformément corwergerde dans V aire 
considérée A^ et elle définit, par conséquent, une fonction L^{x)^ que nous 
allons étudier. 

3. Soit x^ Taffixe d'un point quelconque de laire ^. Chaqu'an des 
termes de la serie (i) peut étre développé en serie ordonnée suivant les 
puissances entiéres et positives de x — x^, convergente a Tintérieur d*un 
cercle dont le centre soit le point d'affixe x^ et dont le rayon R soit egal 
ou inférieur a la distance de ce point ä celui des points daffixes — i, 
— 2 , — 3 , • . . qu'en est plus prochain. Mais, d'un autre c6té, la serie 
(i) est uniformement convergente dans tout cercle de centre x^ et de rayon 
inférieur ä R, En appliquant un théoréme de Weierstrass bien connu, 
on voit donc que la fonction définie par la serie (i) peut étre développée 
en serie ordonnée suivant les puissances de x — Xq^ convergente å Tintérieur 
du cercle de rayon i2, et que, par conséquent elle est réguliére en tous les 

points différents de — i , — 2 , — 3 , Il convient encore remarquer 

que — I, — 2, — 3,... sont des points critiques de la fonction consi- 
dérée et qu*on a 

L,{x) = — ^— ^-^^ + P{x + w), («— 1.-2,-.....) 

P{x + n) representant un développement ordonné suivant les puissances de 
X + n qu*il est facile d'obtenir, et que cette égalité a lieu pour toutes les 
valeurs de x représentées par les points de Tintérieur d'un cercle dont le 
centre est le point d^affixe — w et dont le rayon est egal a Tunité. 

4. En développant L^{x) en serie ordonnée suivant les puissances de 
X, on trouve le resultat 
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en posant 

f^i = I ~l" .• H — 4 H — / "t" • • • 1 

2* 3* 4* 

laquelle est convergente å rintérieur de la circonférence de centre o et de 
rayon égale ä Tunité. 

On tire de cette égalité les suivantes: 

L[{o) = aS,^,, L['{o) = — a(a + i)8,^,, . . . 

dont nous allons faire usage en cherchant le développement de la méme 

f onction en serie ordonnée suivant les puissances de — — . 

Pour cela, remarquons, en premier lieu, que la droite tirée par le 
point d'afifixe — i, perpendiculairement å Taxe des abscisses, divise le plan 
de representation de x en deux demiplans et que, dans celui qui contient 
le point d'affixe o, la fonction L^{x) est holomorphe. En appliquant 
maintenant un théoréme que nous avons démontré dans le Journal de 
Crelle (t. 122, p. 98), on conclut que la fonction L^{x) peut étre dé- 
veloppée en serie de la forme 



A(-) = r a(^,)-, 



fi«0 

convergente dans ce demiplan. On détermine Ä^ au moyen de la formule 



^■-T:i^:i;[l^(^:w(^ +=)•)]...■ 



qni donne 



A. = 2z,;(o) + («- ■)i^i;'(o) + (" /) 7:Tr5^"'<°) + • ■ ■ 



+ rTTTiii-W. 



ou 



± /* a{oL-\- i)...(a + n— 1)5,+,. 

i • ^ . . . 7» 

Åeta mathemiUiea. 28. Imprlzné le 28 noveiubre 1903. 31 
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5. En dérivant n fois la serie (i) par rapport ä :r, il vient 

Donc entré la dérivée d'ordre n de i,(ic,a) et la fonction ij(a;,a + w) 
existe la relation 

XWte , a) = (- ir«(« +,)...(« + «- i)]^L,{x , « + «) - £ ^1 

6. Nous avons supposé jusqu*ici que les binömes qui entrent dans 
la serie (i) sont des branches quelconques des fonctions qu'ils représentent. 
En nous pla^ant maintenant dans un point de vue plus particulier, nous 
supposerons qu'on choisit les valeurs des quantités i", 2**, 3**, ..., qui 
entrent dans cette serie, de maniére qu^elles coincident avec celles que 
prend, dans les points d'affixes i , 2 , 3 , . . . , une branche uniforme de la 
fonction a?", déterminée par une certaine valeur initialle et par une coupure, 
qui part du point d'affixe o et que x ne puisse traverser, et qu'on prend 
pour valeurs des binomes (i + ^r, (2 + ^r, (3 + ^r» • • • j dans chaque 
point, celles que prend la méme branche de o?"' dans les points i -^-x^ 

2+rr, 3+ir, Alors, si Ton change dans la serie (i) o? en a? -|- ^ 

et si Ton représente par K^ et ÄT^ les sommes des a premiers termes des 
deux series, on a 

j^t j^ __. ^ ' 

■^« -^^ (I ^ xY (a + I + xY ' 

et, par conséquent, en posant r/ = co, 

LAx + 1) — LAx) = - ,- . 

La fonction L^{x) représente donc Tintégrale finie de ■; r^, ou L^[x — i) 

celie de — . La fonction L^{x — i) coincide donc, dans le cas particulier 
maintenant considéré, avec la fonction L[x) de Abel. 
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RECHERCHES SUR LES VALEURS EXTREMES DES INTÉGRALES 

ET SUR UINTERPOLATION 

PAR 

A. MAEKOFF 

k S:t PETERSBOURG. 



Dans ce mémoire j'ai en vue de donner la plus grande généralité aux 
resultats, obtenus auparavant, de compléter les demonstrations et enfin 
d*expliquer la connexion entré mes recherches et les recherches des autres 
géométres. ^ 

Les recherches sur les maxima et les minima peuvent étre divisées 
en trois parties. 

La premiére partie consiste dans la déductions des équations, par 
lesquelles se déterminent le maximum ou le minimum cherché et les autres 
inconnus lies ä celui-ci. La seconde partie consiste dans la solution des 
équations obtenues ou, au moins, dans Téclaircissement, que ces équations 
sont compatibles et déterminent les inconnus. Enfin la troisiéme partie 
consiste dans la demonstration, que les équations établies correspondent 
efiEectivement au maximum ou minimum cherché. 



* A. Markoff, Sur qnelqiies applications des fracHons contiimes algébriques, (en russe), 
1884. Sur une quesiion de maximum et de minimum, (Acta mathematica, 1886). 
Nouvelles applications des f radions continues, (Mathematische Annalen, B. 47). 

TcHÉBYCHEF, Sur V interpoMioH dans le vas d'un graiid nomhre de dannées, (Mé- 
inoires de l'Acad. de Sciences de St Petersb., VII serie, I, 1859). 

A. KoRKiNE et G. ZoLOTAREF, Sur un certain minimum, (Nouvelles An- 
nales, 1873). 

Stieltjes, Jets m^er de henaderde voorstdling van eene fundie door eene andere, 
(Delft. 1876). 

Acta matkematica. 28. Imprimé le 28 noYembro 1903. 
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Bien que plusieurs recherches de cette espéce se bornent ä la premiera 
partia, mais le défaut de la seconde et de la troisiéme partie peut dénuer 
ces recherches de toute importance. On ne saurait justifier ce défaut par 
une afifirmation mal fondée, qu*il est evident, quc la question posée doit 
avoir une solution. 

Au contraire, en développant convenablement la seconde et la troi- 
siéme partie, nous pouvons supprimer la premiére, s'il est possible de de- 
viner le resultat cherché. 

Dans nos recherches il slagit justement des questions, dont nous 
pouvons deviner la resolution au moyen de lanalogie ä la resolution des 
autres questions discutées. Cest pourquoi nous tenons pour superflu de 
nous arréter a la premiére partie. 



§ I. Soit 



^i(^) y Ki^) , •••) K{^) 1 ^+iW , . 



une serie de fonctions satisfaisantes aux inégalités 



X,{z)>o, 






>o, 



Ai(^),A;w,Ar(^) 



> o, . . . , 



Å,{z) , K{z) ,..., XT^z) 



>o, 



^n+ll^j ) A« + U^) J • • • ) ^ii + l(^) 



pour toutes les valeurs de z comprises entré a et b 

{a<e<b). 



Pour nos recherches il est important de démontrer la proposition 
suivante. 
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Si 



le déterminant 



Théoréme I. 



a < Wi < Wj < . . . < /^ < u^^i < ft, 



^2('^) ) Ki'^i) >•••' ^2(**n) , ^2(^.4.,) 

KM y Ki^^i) >••- KM y ^K+i) 



^« + l(''^l) ) ^»+1(^3) ) • • • > ^n + l(^») > ^Ä+U^n+l) 



est un nombre positif. 



Demonstration. 



Dans le cas de w = o le théoréme est evident, car dans ce cas il ne 
donne que Tinégalite posée 

Cela étant, nous supposons, que ce théoréme est juste pour n fonc- 
tions A et pour n valeurs u^ satisfaisantes ä nos conditions, et nous 
allons démontrer que le méme théoréme sera aussi juste pour n + i fonc- 
tions Å et pour n + i valeurs u. 

Pour cet effet présentons le déterminant considéré 

KM y KM y KM ) •••» KM > ^K+O 

^2(''i) y KM » KM y "-y KM y -^»2^+1) 
KM y ^8(^) y KM ) •••) KM y ^K+i) 



^4-1 (''1/ ) K-^\{^h) ) K^li^h) j • • • > K-k-lW^n) j K-^-XV^H^-l) 



comme le produit de Texpression 



KMKMKM ' - KMK{f^n^x) 
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et de Tautre déterminant 
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Aj(tl2) ^(t*i) 



iiiut) ^3 (tia) 



^«(t*n+l) ^2(tA») 



ili»i) 
i* («,) 

il («») 

1 


il{i*l) ' 


il(«3) 




* ' il («.+i) 
• ' il («.+,) 


it(«.) 

il(«-) 
il(Un) 


1 

i«+l(«») 

ii(u,) 


iiH-l(«l) 

il(«l) ' 






i»+l(«.4l) 


iiCu.) 



lequel est egal ä un produit de la forme 



Aim,Mu,),. 



1 



(m, — M,)(«, — «,)... (W.+, — «.) 



/i«(t',),/i,(rg, ...,/J«(r.) 



ou lon pose 



s[i-!]=^.w. 5[3:g]=^.w r.[tf]=''-w 



et Ton désigne par 



Ui , c 2 , . . . , cy„ 



des valeurs indéterminées satisfaisantes aux inégalités 

u^<U^ < u^ < C^, < w, < . . . < w„ < U^< /!„+! . 
Les fonctions nouvelles /I, semblablement ä A, satisfont aux conditions 



AW>0) 



/ti(^),/i;w 






>o, 


/i,(^) , /i;(^) 





Mz) , A[{z) , A[' {z) 
A,{z) , A',{z) , A','{z) 

A,{z) , A',{z) ' ^'i' i^) 



>o, ., 
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pour (^^^<bj car le détenninant 

Mz) , A[{0) , A',' (z) , .... /ir'>(«) 

A,{z) , A',{e) , A',' Cl) , ■■■, /»r'V) 



AM , Aliz) , A',' {z) , .... A^^He) 



ne différe du déterminant 

Å,(z) , K(z) ,..., X<-^\z) 

I 

' Å,{z) , Ki^) ,..., X,'\z) , 

que par le diviseur {Aj(^)}*"'"\ ce qu*il est facile de manifister par des träns- 
formations simples au moyen de la formule de Leibniz 

Il en résulte conformément a notre supposition, que le déterminant 

\A,{L\) , A,{U,) , ..., A,{U„y 



A.{U,) , A,{U,) , ..., A,{U,) 



est un nombre positif, et par conséquent le déterminant 



doit étre aussi un nombre positif en vertu des égalités précédentes. 
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Cela sufiEit pour la demonstration de notre théoréme. 

De ce théoréme découlent plusieurs corollaires importants. 

CoroUaire 1. Si dans le systéme des inégalités 

n^ < Wa < Wg < . . . < w^ < u„^^ 

nous rempla^erons certains des signes < par =, n'égalisant cependant 
aucuns trois nombres voisins de notre systéme 

et si conformément å chaque égalité 



nous rempla9erons dans le déterminant 






^ + 1(^1) ) ^Ji + U^'?) ) • • • 5 ^«+l(^ii+l} 



la colonne 



^IV^i^l) > ^(^t-fl) ) • • • ) ^« + l V^+l) 



par 



a;(w,.), KMj ..., a;+,(w..) 



le déterminant obtenu de cette maniére sera aussi un nombre positif. 

On peut atteindre ce resultat en divisant le déterminant primitif par 
les dififérences u^^^ — w.- et en diminuant ces différences jusqu*å limite zéro. 

Il en résulte que le déterminant nouveau ne peut étre un nombre 
négatif, mais, il reste en doute, s^il ne puisse pas étre egal å zéro. 

On écartera ce doute, en exprimant le déterminant obtenu par le 
produit d*une quantité, qui différe de zéro, et d*un déterminant 



Recherches sur les valeurs extremes des iutégrales et sur Pinterpolation. 249 

Mu,),Ä,m, .... /Ut/-.) 



. ) 



A^iU,) , A,{U,) , . . . , A,{U,) 



oti Ton a comme auparavant 



AW = 



a<U^< U,<...< U^ < b. 



dz\ X,{z) V 



Examinons par exemplé le déterminant 



a,(mj) , a;(««,) , a,(m,) 



a,(m,), a;(mi), a,(m,) 



En transformant ce déterminant nous trouvons successivement 



A,(m,), A;(«,), A,(ms) 



^i("i)^i(«i)^i(««) 



A,(^l ) Ai(Ml) A.(«») 
/.(«,") ' A,(«,) ' A.(«,) 

^("i) 4(M|) A,(«») 



= A,(m,)A,(«,)A,K) 



^,(",) ^,(«,) 



'^.(«-.).r-.r- 



A(«i) . 






^.(«.) 
-«,(«.) 



A,(«5) A,(m,) 



= A,(m,)A,(w,)A,(m,){m3— t» 



1/ 



/i.(ig,.i.(r,) 

A,{U,) , A,{U,) 



oti Ton a 



C/"i = Wj < C/, <w,. 

Aeta mathematica. 28. Imprimé le 21 décembrv 1903. 
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CoroUaire 2. Si nous rempla^erons les elements 
de chaque eolonne paire du déterminant 






par 



A(''^n— 1} ) ^2(''n— i) > • • • > ^4-1(^2*— i)) 



le déterminant obtenu de cette maniére restera un nombre positif pour 
toutes les valeurs des nombres 



^1 y ^^t ) "e ) ' • • ) 



pourvu qu'elles soient différentes et comprises entré a et b 
Ce coroUaire découle du corollaire précédent. 



Remarqne. 11 est evident, que dans notre théoréme et dans ces co- 
roUaires la fonction ^^^.^{z) peut étre remplacée par chaque autre fonction 
i2(^), satisfaisante ä Tinégalité 



Å,iz) , å;,{z) , ...,x^\z) 



>o 



Å„{z) , Å:,iz) , ...,Å^:\z) 

ii{z) , ii'{z) ,..., il^'\z) 

pour rintervalle de z = a jusqu'ä z = b entier. 

On peut admettre aussi que Imégalité demiére parfois se réduit å 
régalité, mais alors il faut eompter parmi les nombres positifs le zéro. 
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Corollaire 3. Si la fonction ii{z) satisfait å Tinégalité 



, — 



o 



Å,{z) , Ki^) , . . . , l'He) 

a{z) , Q'{z) ,..., ii^'\z) 



pour rintervalle de z ^= a jusqu'ä z ^= b entier et les coefficients 



1 \ > 1 1 » • • • j 7 » 



de Texpression 



0[Z) =l),)i,{z) +P^k^{z) + . . . +l)nK{Si) 



sont déterminés par les équations 






i>iA,(wJ +i>,A,(i/,) + . . . +PnLM = i^(wj, 



oö Ton a 



a < Wj < ?/, < . . . < w„_i < u„ <b, 
cette expression 0{z) doH satisfaire aux inéi^alités 

0{z)<ii{z) pour ?/„ <z<b , 



(P(^)>i;>(^) 



w«_i < ^ < w« , 



Un-2 <^< W«_-i 



-1 1 



{—iT0(z)>{—iyii(z) pour ?/, <^<«2, 
(_i)"(/>(^)<(_i)-i2(5f) , a <z<u^. 
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On obtient ce coroUaire en remarquant la formule 



I 



{Q{z)-0{z)} 






fl(«,),i2(«,),...,i2(M.),i2(^) 



§ 2. AjoutoDS maintenant aux fonctions 

satisfaisantes aux coDditions précédentes, une fonction Q{z), laquelle satis- 
falt aux inégalités 



ii{z)>o, 






>o, 



XM,yM,K'{z) 

ii{z] , Q'{z) , Q"{z) 



o. 






i;i(^) , ä'{z) , Q"{z),...,u^''''\z) 



>o 



pour toutes les valeurs de z, comprises entré a et 6. 
Nous pouvons établir la proposition sui vante. 
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Théoréme 2. 

Si les fonctions 

satisf ont aux inégalités indiquées ci-dessus et si les ä; + Z = n + i nombres 
satisfont aux inégalités 



a<at < a^^i < . . . < a, < fti < fe^ < . . . < ft, < 6, 



la fonction 



0{z) =p,X,{z) +p^Å^{2) + ... +A+iA„+i(^), 



dont les coefficients 



Pl i Pi y • • > Pn-^l 



se déterminent par les équations 

PM^k) +PlK{(lk) +"'+PnK{ak) + Pn^lK-^lidjt) =Q{a,) , 



i>lAl(Öl) +P2^2{bi) + ... +i>„^i.(*i) +i>»+lAn+l(6l) = o 
Pl^lih) +PMb2) +'"+PnK{b,) +Pn + lK+l{h) = O 



Pi^b,) +P2^a{bi) + . . . +PnK{b,) +Pn^iK+x{bi) = O 
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doit satisfaire aux inégalités 

0{z)<Q{z) pour ö, <^^, <ft. , 
0{z)>^Q[z) » «, <-2? <«!, 
4>{z)<ii{z) > a^<z <flj, 



^(;2?)>o pour ai^^<fti, 



( — i)'~^cP(^)>o pour hi^^<z<hi, 



Demonstration. 

Ce théoréme a été déjä démontré dans mon mémoire Sur une question 
de maximum et de minimum; or nous allons donner une autre demonstration. 

Nous remarquons d'abord que le théoréme est évidemment juste dans 
le cas de ä: = o, ear dans ce cas la fonction 0{z) se réduit ä zéro. 

Il est faeile de vérifier ce théoréme et dans le cas, ou Ton a 

A; = I et I = o. 
En effet dans ce cas on obtient 



et par conséquent la différence 



0{z)-Q{z), 
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se réduit å 



-<.(«,) 



Å^{z) , A, (o,) 



I 

W7) 



A, (a,), A,(^) 



Il en résulte que cette différence est un norabre positif pour a <z<a^ 
et au contraire — négatif pour a^<z<b] or on a 

0{Z)>O 

pour toutes les valeurs considérées de z, 

Cela étant, admettons que notre théoréme est établi pour tous les oas, 
oö au lieu du nombre n -{- i on a w. 

Formons les expressions 



^..(^) =;?:a.(» +pu-m + ■■■ +/-A,(-?) 



et 



(p,iz) =i>\Å,{z) +p:M^] + . . . +p'M^)> 



en déterminant les coefficients 



l'l y Fl y • • • ) /'/i » i*! > jf'1 ) • ■ • > fn 



par les équations 






<P,(«,) =i^(a,-) , «>,(«,) =i2(a.), 



0,(6,) =o 



0,{b,) =0, 



<Po(Ö/-i) = 



<Pi(6»-.) = o, 
<Pi{b,) =o. 
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Ces fonctions (P^i^) et (P,(^), conformément å notre supposition, doivent 
satisfaire aux inégalités 

{—iy0^{z)<{-ifQ{z) pour a<z<a„ (_i)*-« 0, (o,) <(—!)*-' i2(at), 
{—if-'0,{z) et {—iy-'0^{z)<{-iy-^ii{z) pour a,<z<a,_„ 

0^(z) et <P,(Äf)> 0(0) pour flf, <^<a,, 
(P„(^) et 0^(z)<il{z) » a, <2<6j, 



^,(^) et <P,(if)>o 
(P„{^) et ^,(^)<o 



'« a^<z<h^, 
» \<z<\, 



(— i)'-' (P,(z) et (— i)'-' 0^{z)^o pour ft,_, < « < 6„ 
(—i)'-' </>,(&,)> o, (— i)'<Pi(^)>o pour i,<2<ft. 

D'autre part, il est facile de voir, que la fonction 0[z) déterminée 
par les conditions du théoréme est liée avec les fonctions 0^{z) et 0^{z) 
par les formules 

Ao(a) 



0{z)=-(l>,{z)—0M 



AoC»») 



et 



X A. (g) 



0[z)=0,(z) + [ii{a,)-0,{a,))f^y 



oö Ton a 



Ao(^) = 



A,(a,) , ..., A,(o,) , ;>i(Ä,) ,..., ;.,(6,_,) , K{z) 



^ii+il**) > • • • > ^«+i(<'fi) > '>ii+i(Oi) , • • • , '•«+i(6/_i) , /«+i(^) 
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et 



A,W = 



^i(^) , ^(«*-i) ,••., A,(a,) , A,(ft,) ,.,., Åi{b,) 
Åtiz) , A,(Oi_,) ,..., Åtia-t) , A,(ö,) ,..., Å,{b,) 



^«+i(^) > K+iif^t-v > • • • > ^/i+iv^ti) ) ^+i(oi) I • . . , ^,+1(6/) 



Cest pourquoi nous pouvons, en vertu da théoréme i établir les 
inégalités 

{— ly 0{z) < {— ly 0^{z) <{— ly ii{z) pour a<z<at, 
(—iy-'<P{z)<{-iy-'0,{z)<{-iy-'ii{z) pour a,<^<«,_,, 



^i^) > *l'M> ii{^) pour a^<^<a^, 



0{z)< 0^{z)<Q{z) 
0{z)> 0,{z)>o 
0{z)< 0,{z)<o 



» 



rtj < ^ < ftj , 






{— ly (P{z)> (— ly 0^{z)> o pour bi<z<b. 

De cette maniére nous avons obtenu les inégalités du théoréme 2, 
en supposant ä et / différents de zéro. 

Dans le oas de ? = o la fonction (f^o(^) P^rd le sens. 

Il en reste la seule fonction auxiliaire 0^{z)^ laquelle peut servir 
pour démontrer Tinégalité 

ponr a^ <z<b. 

Quant aux autres inégalités, elles sont une suite iramédiate du co- 
roUaire troisiéme. 

Ces considérations suffisent pour reconnaitre notre théoréme. 

Äcta mathematiea. 28. Imprimé le 21 décembre 1908. 33 
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§ 3. Abordons maintenant le probléme suivant. 

Etant donnés les nombres a , ft , c , C et les valeurs des intégrales 

b b b 

ff{z)X,{z)dz = a,, Jf{z)X^{z)dz = a, , . . . , f f{z)K{z)dz = «,; 

a a a 

il s'agit de trouver les valeurs extremes de Tintégrale 



ff{z)K^x{2)dz, 



å la condition 



c<f[z)<C. 

Or nous supposons que les fonctions A satisfont aux conditions établies 
auparavant. 

Le probléme pose est une généralisation du probléme résolu dans mon 
mémoire Nouvelles applicatlons des fractions contiyiues. 

Si les nombres 

sont donnés arbitrairement, les conditions de notre probléme peuvent étre 
incompatibles. 

On peut écarter toute incompatibilité en supposant que les nombres 
a, , »2 , . . . , a„ se déterminent par les égalités 

b b b 

a, = fF{z)X,{z)dz, a, = J F{z)X, {z)dz , ..., a„ = f F{z)X,{z)dz, 



a a 



ou la fonction donnée. F[z) satisfait aux inégalités 

c<F[z)<C\ 

Nous excluons cependant les fonctions F{z), pour lesquelles rintervalle 
de z '= a jusqu'å z=^h se divise en n, ou en un nombre plus petit de 
parties de telle maniére que dans chaque de ces parties la fonction F{z) 
conserve une seule valeur c ou C. 

Pour les fonctions F[z) excluées les égalités 

ff{z)?.,{z)dz=fF{z}Å,{z)dz, .... fr{z)K{z)dz = fF{z)K{z)dz 
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conjointement avec les inégalités 



c<f{z)<C 



trainent apres elles 






a 



Sous la restriction indiquée la solution de notre probléme se réduit 
aux égalités que nous allons donner. 

Abordons en premier lieu les deux cas les plus simples: 

n= i et n = 2, 

Pour résoudre le probléme dans le cas de n= i il faut déterminer 
deux nombres jy et c par les eonditions 



a 



CJ'X^{z) + cfx,{z)dz = a,= cfX^(z)dz + CjX,{z)dz. 

Ces eonditions sont exéeutables et déterminent effeetivement les nombres 
Tj et c; car si le nombre x croit continuellement de a jusqu'ä 6, la somme 



C f X,[z)(h + c f X,{z)dz 



croit aussi continuellement 



et la somme 



décroit 



de cfX^{z)dz jusqu'a Cfx^{z)dz^ 



a 



cJX,{z)dz + Cfx,{z)dz 



a 



de Cj\{z)dz jusqu'a cjX^[z)dz, 



et outre cela on a 



v fl u 

ef \{z)dz < f F{z)X,{z)dz <C f X,(z)(h . 
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Au moyen de ces nombres jy et c formons deux fonctions /j.„ et 
iu nombre variable z: 



f^ax d^ nombre variable z: 



et 



ftnin = (^ pour a<z<ri, Lin = (^ ponr 17 < ;? < 6 



fmax = ^ pour a < ^ < c, f„ax = C' pouT C < ^ < ö. 



Les integral es 



ffmin K{z)dz = CfÄ,{z)dz + cfÅ,{z)dg 



et 



ffn.aM!>)^2 = cfK{z)dZ + Cf)^{g)dz 



seront les valeurs extremes cherehées de Tintégrale 



Jf{z))^{z)dz, 



ce qu'il est clair des formules 



et 



o o n 

ff{z)X,{z)dz—fu X,{z)dz = f {f{z) — L,„)h{z)dz 



a 



a 



a 



= jkJ!^f^'^-f' 



\ 

min / 






dz 



Q U " 

ff{z)X,{z)dz—ff„,M^)dz=f{f{z) — f„„,}K{z)dz 



a 



- jjtJ ifi^) - r.^ 



x,i^) 



max f 



a 






dz 



En abordant le cas 



« = 2 
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introduisons dans nos considérations un nombre variable ly" borné par les 

inégalités 

a<rj"<7j, 

7] étant le nombre déterminé auparavant. 

A chaque valeur de tj" corresponde une valeur déterminée d'un autre 
variable f", satisfaisant aux inégalités 

7]" < f ' < 6 
et ä Téquation 

C f X,{z)dz + c f ).^{z)dz + C f X,{z)dz = a,, 

L'existence d'un tel nombre c" se manifeste de la recherehe précédente, 

car on trouvera au moyen de ce nombre f" la valeur maximum de Tin- 

tégrale 

b 

ff\z)l,{z)dz 



aux conditions 



n u 

c<f{z)<C et ff{z)X,{z)dz = fUÅ,iz)dz, 



ob Ton a 

Lin = C' pour tI' <z<ri et /;„„ = c pour rj<z<b. 
En vertu de la liaison établie entré f" et tj", on aura 

X,{r)dr = K{i')d7j", 

en désignant par rfc" et drj" les différentiels de ces variables. 

11 en résulte que tj" et f " eroissent et décroissent simultanément. 

11 est facile de voir aussi, qu'aux valeurs a et tj du nombre yj" corres- 
pondent les valeurs c et 6 du nombre f ". 

Apres ces remarques formons Texpression 

CfX,{z)dz + cf?,,{z)dz + CfÅ,{z)dz — a„ 



C 



laquelle nous désignons par xiv'')- 
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Si Tj' croit de a jusquä ly, la fonction x^") d^<^roit, car on a 



K{n^=(o-c) 



Kii') . Kin 



<o. 



Or il est facile de conclure, au moyen de la solution de notre probléme 
pour le cas de »= i, que ;f(«) est un nombre positif et xi^) ^^ ^^' 
traire est un nombre négatif: 

;f («.) = c fl,(z)dz + CfX,{z)clz-fF{z)X,{2)dz > o, 

a c <( 

y) b h 

Xiv) = CfX,iz}dz + c fA^{z)dz—jF{z))^{z)dz < o. 

a 1] a 

Par conséquent, il existe dans Tintervalle 

de ly" = a j'afiqu'ä rj" = tj 

une seule valeur de 7j'\ pour laquelle xiv") ^® réduit a zéro. 

Nous nous persuadons ainsi, quil existe un seul ensemble de valeurs 
de 7j" et c", satisfaisant aux deux conditions 



T] Z » 

CfX,{z)dz + cfÄ,(z)dz + OfX^{z)dz = a, 



et 



T} i; U 

CfÅ,(z)dz + cfX,{z)dz + CfX,{z)dz = a,. 

A cet ensemble correspond la fonction f^^j. du noml)re variable z, dé- 
terminée par les formules f„,„j, = c pour rj'' <z < f " et f^^^ = C pour toutes 
autres valeurs de z. La fonction f]„„^ donne pour Tintégrale 



ff(z)l^{z)dz 



a 



sa valeur maximum 



ffmaxKi^)dZ. 
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En effet, au moyen des égalites 

J f{z)\{z)dz = f f^Mz)dz 



et 



o v 

Jf{z))^{z)dz =ff„ax^^,{z)dz 



il est facile d'obtenir la suivante 



f f{z)?^(z)dz—f f„,„J^(z)dz 



a 



A,(y'),/.(c"),/,(^) 
W) , Kin , Ki^) 



dz 



W)>Kin 

KW) . Ki^") 

(l'ou il est evident que la différence 

b b 

a a 

ne peut étre un nombre positif. 

De la méme maniére il est facile de se convaincre, qu'il existe deux 
autres nombres c' , ^y' satisfaisant aux équations 

e* ^; b 

cfk^{z)(h + C J A^{z)dz + cj A^{z)dz = a,, 



a 






cJa.^[z)(Iz + c f k^{z)dz + cj >^{z)dz = a. 



a 



et aux inégalités 



Et si Ton pose 



örl<c'<?, ri<r/<b. 



f^^^ = C pour ^' <z<r/ et /)„,, = c pour toutes les autres valeurs de z , 
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å cette fonction f^i^ corresponde la valeur minimum de Tintégrale 

ff{z)X,{z)dz, 

a 

comme il est facile de conclure au moyen de la formule 

b b 

ff[z)X,{z)dz —fLiJ^{z)dz 



[M-f. 



v 

min / 






dz 



Kin . W) 

Kin . w) 

Apres avoir examiné le cas de w = 2 , on peut passer au cas de w = 3 ; 
mais nous allons eonsidérer le passage générale d'une valeur de w ä la 
valeur suivante : de n = k ä n = k -{- i. 



% 4. Supposons que notre probléme est résolue pour le cas des 2m 
domiées : 

6 b 

ff{z)X^{z)dz = Äj , . . . , f f{z)X^^{z)dz = a^^; 



ä savoir supposons, que les fonctions f^^ et /'^j^, correspondantes å la 
valeur la plus grande et ä la valeur la plus petite de Tintégrale considérée 



j f{z)K,n^x{z)dz , 



se déterminent par les formules 



/*«.« = <? pour a <z<7][' , c'/ <z<7]',' , ..., S'Ji-i<2<Vm , f«<^<6, 

I min 



max 



mtn 



c » 
C » 

c » 






a<z< c;, jyi <z< fi , ..., ri',n-\<e<S'm, rjl<e<b 
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ou Ton a sans douto 

«<7;'<f;'<7;'<...<c;-i<7::<c;'<Ä 

et 

Introduisons ensuite un nombre variable x'\ corapris entré a et cl, 
et pour chaque valeur de ce nombre variable déterminons les nombres 

de telle maniére, que la fonction f{z), conservant la valeur eonstante C/ pour 

x"<z<y[\x['<z<y;,\ . . . , <-i <^ <yL' , < <^<ä 
et la valeur c pour 

f/:<z<x\',!,','<z<x',',...,i,:<z<x':, 

donne la valeur la plus grande ii Tiiitégrale 



aux conditioDS 



et 



f f{2)^im+i{^)<fis 



e<f{z)<C 



f f{z)^{z)dz = f f,^,Ji{z)(lz, 



ou Ton a 



^=1,2,3,..., 2m 



^t Awi, désigne la fonction indiquce plus liaut. 

En d*autres termes, nous déterminons les nombres 



Ifl > ^1 il/i y ^'i i ' ' ' y t/m > ^m 



par les équations 



cf?.i{z)dz + af X,{z)dz + . . . + CfÅi{z)(h - a,., 

t: 

en pösa n t 

? = I , 2 , 3 , . . ., 2m. 

Jetm wuUkåmatiea. 28. Imprimé le 2ii i1é<embre lOUC!. 34 
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Kil (lififérentiaiit ces (5quations on obtient 

X,{x")dx" — Wx')d!f\' + k{^\'Wx' — • ■ . + kKw: = o, 

/ étant egal ?i 1,2,3,..., 2^i. 

Par conséquent, les différentiels 

dx\dy\\dx\\dy- ,.,.,dx': 

sont proportionnels aux déterminants des systemes de (2/w)' elements, 
obtenus de la seule systéme suivante 



lorsqu'on supprime la coloniie premiére, seconde etc. 

Cela étant, il est facile de se convaincre au moyen du théoréme i, 
que tous les norabres 

-.// y^tf ^tt tt It 

croissent continuellement, lorsque le nombre x" croit continuellement. 
I)'autre part, pour x" = a on a 

-/' y," ^" X" y" v;" «/" =r n" t" -" * 

Vi — 71 > •*'l — •»! ) if2 72 ) • • • ) Um^ 7m » *^'m •»#« J 

et pour x" = 6J on a 

Donc, en j)osant 

a < x" < f ; 

on aura les inégalités 

r}\' <y\' <-n\,^\' <x\- <5',,yj',' <V',' <yj',, . . . , C <x': < b. 
Formons inaintenant la somme 

C fKm^x{2)dz + cfL^^,{z)dz + . . . + (' f km^\{z)dz, 



Xm 



en la désipfnant par X^^'*)- 



Recherches sur lea valours extremes des iutégrales et sur rinter])olation. 2C7 

Il est clair de la formule 






^'2m\!/l ) ) ^imi^l ) ) • • • 



= ic 






I 

!^m+l(^") ) 



dx" 









quo cette somrae déeroit continuelleraent, lorsque x" croit continuellement 
de x" = a jusqu'a x" = q[. 
Or, nous avons 



^^[(l) ^ f LaxKm^l[z)(1Z > a,^+, 



et 



a 

En vertu de cela, il existo dans Tintervalle 

de x" ^^ a jusqii'a x" -- cl 

une seule valeur de x", pour laquelle la valeur correspondante de xi^") 
est égale ä a^m+i- 

Done, il existe un seul systéme de nombres 

/r" Ii" /*•" I/" /*•" *i" /*•" 

déterminés par les inégalités 
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et par les équations 



X Pi Xi h 

cfÅi{z)dz + Cfx,[z)dz + cfXi{z)dz + . . . + cfÅi{z)dz = a„ 



9i 



Xm 



i étant egal ä i , 2 , 3 , . . . , 2m , 2w -}- i . 

Or, si Ton désigne par f^^^ la fonction du nombre z, qui a la valeur 
C pour 

x''<z<V[\x-<z<y-, ^•.,<_,<z<y-,x-<z<b 

et la valeur c pour 



la valeur correspondante 



J fmaxKm-^-^K^jdX 



sera le maximum cherchc de Tintégrale considcrée 






car on a 






^m + l(^ ) ) ^m+l(yi ) ) ) ^m + l(^m) 






a 



o 

J fmax^m^2\^)d^ 



K a 



— I xA^) fmaxj 



W) , Wx) ,•••, K{<) , A,(;ef) 

^2m+2(^ j ) ^2m -1-2(^1 j > • • • > ^2m+«(^mj ) ^2m+2(^/ 



ef^ 
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De la mémo maniére on peut trouver le minimum de la méme integrale 

b 
a 

A savoir il est facile de se eonvaincre, qu'il existe des nombres 



j — ' ^j 



déterminés par les inégalités 

et par les équations 

C JXi{z)dz + cjXi{z)dz + cfXi{z)(lz + . . . + c f k^[z)dz = o^, 

/ étant egal a i , 2 , 3 , . . . , 2iw -}- i . 

Et si Ton désigne par f^^^ la fouction du nombre z^ qui est égale 
a (J pour 

a<z<y\ x[<z<tj\, x\<z<y'^, ..., x'^<z<y'^, 

et a c pour 

y'<z<x',,y\<z<x'^, ,,., y;^, <z< <, y'„,<z<b. 

cette fonction donuera le minimum cherché de Tintégrale 

h 

a 

Jics considérations précédentes ctablissent aussi les inégalités 



et 



y' <riy <y[' <ri[<y[<r/,' <y- <yi',<,,,<r]-<y':<r]'^<y'^. 



De la méme maniére on peut passer du oas, oii Ton a h = 2A: + i, 
au oas de n = 2Jfc + 2. 

Donc, nous pouvons énoncer la proposition suivante. 
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Ktant données les égalitcs 

h b b 

ff{z)X,[z)ih = «!, ff'{z)X^{z)dz = a, , . . . , ff{z)Å,{z) = a. 



a 



et la condition 



c<f{z)<C\ 



les valeurs extremes de rintcgrale 






a 



correspondent aux fonctions 



f{z) = La. et f{z) = f, 



min 



lesquelles dans Tintervalle de ^ = a jusqu'ä z =^h n'ont que deux valeurs 
C et c et changent la valeur justeraent n fois. 

Or, la fonction f^^xy donnant le maximum de Tintégrale 

b 

Jf{z)K^y[z)dZ, 
a 

est égale a C pour les valeurs de z voisines ä 6, et la fonction /j,,, , 
donnant lo minimum de la méme intégrale, est au contraire égale a c 
pour les valeurs de z voisines ä b. 

§ 5. En abordant un autre probléme ajoutons aux nombros a et & 
un norabre intermédiaire v {a <v < b) et aux fonctions 

X^{z), X^{z) , ..., Å,{z) 
ajoutons aussi une fonction ii{z), satisfaisant aux inégalités 



ii{z)>o, 



\{z) , Å[{z) 
ii{z) , ii'[z) 



>o 



A.(^), /;(/),..., AW(^) 



X,{z),K{z),..., Ai"V) 

ä{z) , ä'(z) ,...,, a^'\z) 



>o, 



pour Tintervalle enticr de z = a jusqu'å z = b. 
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Notre second problérae coiisiste dans la détennination des valeurs ex- 
tremes de Tintégrale 

ff{z)il{z)dz- 

a 

aux raéraes conditioDs qu'auparavant 

b h b 

ff{2)\{z)(fz = «,, f f{z)X.,{z)dz ^a, , .... ff{z)Å„{z)d2 = a„, 

a a (I 

r<fX2)<(\ 
Poiir dclaircir notre sohition, posons 

>f = 3, 

en nous restreignant ä la recherche de la valeur la plus petite de Tintégrale 
examinée. 

Désignons par 

^" 4i" /r" fli' /*•' «#' 

les nombres satisfaisant aux inégalités 

a < x'' < x[ < x[' <h, a <y' <yi <y[ < h 
et aux égalités 

' * ' iL 

rfX,(z)(h + c fk{z)(1z + Cf\(z)(lz + c fXi{z)(fz = a,, 

" v' 'i' Vi' 

X" y," xj" b 

cfXi[z)dz + CfXi{z)dz + c jX,{z)dz + CfÅi{z)dz = ot,, 

/ etant egal å i , 2 , 3. 

L'existence de ces norabres est démontrée par les considérations prdcé- 

dentes. 

Cela étant nous distinguons deux oas par rapport a v: 

i) v est compris entré a et x" ou entré x[ et x[''j 

2) v est corapris entré x" et x'^ ou entré rcj' et 6. 

Considérons d'abord le cas premier. 

Dans ee cas, en désignant par x le noml)re variable eompris entré a 

et x" déterminons les fonctions 
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de ce iiombre par les conditions 



cfÅi{z)dz+CfÅi{z)dz+efki{z)dz + CfÅi{z)(fz-{'rfÅi{z)(iz=ai 



9i 



pour i = I , 2 , 3. 

Si X croit de a jusqu'ä x", le nombre rr, croit de x[ jusqu'ä x[' . 
Par conséquent il existe une telle valeur de rr, pour laquelle on a 



X = v ou x^ = v . 



Et si Ton donne ä x cette valeur et on pose 

f^{z) = c pour a < z < X ^ y < z < x^ y y^ <z<b 
et f^{z) = C pour les autres valeurs de z^ Tintégrale correspondante 

a 

sera la valeur la plus petite de Tintégrale considérde 

ff{z)Q{z)dz. 

a 

Cette assertion sera évidente dans le cas, oii Ton a a <r < x'\ car 
dans ce cas on aura 

//,(^) Q{z)dz = cfä{z)(Iz. 

a a 

En supposant ensuite 

x\<v<x\\ 
formons Texpression 

0{^) =p^X,{z) +pM^) -hpAi^), 
en déterminant les coefficients 

Pi^ P2 y Pi 
par les conditions 
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En vertu du théoréme 2 on aura 

0{^)< Q{z) pour a <z<x, 
0{z)> ii{z) » X <z<y, 
0{z)<Q{z) > y <z<x^=v, 
0{z) >o > a;, <^<y,, 

0{z) <o » y^<z<b, 

et ensuite, rinégalité 

fn{z)Q{z)dz<ff{z)ii{z)dz 

a a 

(lécoule immédiatement de la formule 

fn{z) Q{z)dz — Jf{z)Q{z)dz 

= f{n{z)-nz)}{Q{z)- 0{z)}dz- f{n{z)-f{z)}<P{z)dz. 



a 



Supposons raaintenant 

x"<v<x[ ou x[' <v<b. 

Dans ce cas, en désignant par y un nombre variable conipris entré a 
et y\ déterminons les fonctions 

de ce nombre par les conditions 

C f Åi{z)rh+ c f Xi{z)dz+rf ki(z)dZ'{' ef X,{z)(h+C^ 

a tf X V\ *i 

i étant egal a 1,2,3. 

Lorsque // croit continuellement de a jusqu ä y', les nombres x et x^ 
croissent aussi continuellement: le premier de x" jusqu'a x' et le second 
de x\' jusqu 'a b, 

Acta itiat hemåt ira. 2S. Imprluié le '3>< iléccuibrf 190B. 35 
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n eu résulte, que Tun des deux nombres 

peut étre égalisé ä r. 

En disposant de y de telle maniére quVm aura 

X = v ou x^ = v , 
posons 

fr {^) = ^' P<^^r a <z<y ^ x<z<y^ , x^ <z<b^ 

et 

f^[z) — c pour y < z<x y y^ <z<x^. 

Alors, Tintégrale 

faz)ii{z)dz 

a 

presentera la valeur la plus petite de rintéjg^rale considérée 

ff{z)ä{z)clz. 

a 

Nous nous persuadons de cela au nioyen de la formule 

faz)ä{z)dz — ff{z)Q{z)dz 

a a 

=J{a^)-n^)){Q{!:)-'i>i'i))<^^-f{fÅz)^nz)}0{eyh 



II 



ou Ton a 

0{z) =pM^) +pM^) +M(^), 

en détenninant les coeflpicient** i)^ , j^^ » P^ pf^r les équations 

^ilf) = fi(?/), <P{^') = Q{^') et 0{y,) = £(?/,) 

dans le cas de x^ = r et par les équations 

0{y) = ii{y), <i&Cy,)=<p(T,) = o, 
si Ton a r = r. 
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De la méme maniére on peut trouver la valeur la plus grande de la 
méme intégrale 

ff(2)iJ{z)dz. 



a 



Abordons les considérations générales. 

i^ 6. En nou8 arrétant pour fixer los idees a la rechorche du maxi- 
mum de Tintégrale 

9 

ff{z)ii{z)dz, 

nous poöonB 

n = 2m. 

Quant å /• uous distinguons deux oas en consorvant les désignations 

du ^ 4: 

1) r est compris entré 

a et rj{\ ou iy| et gy^'» ou ^yi et 1^3' , . . . , ou entré rjl, et h\ 

2) v est compris entré 

7i' ^*t rj\y ou r/2 et lyi, ..., ou entré rj'Ji et rj'^, 

Kn abordant le premier oas dcsignons par // un nombre variable, 
compris entré a et lyj' et par 

les fonctions de ce variable, déterminées par les équations 

rfÅi{z)(fz + c fk{i)dz + . . . + (jfXi{2)d2 + cfÅi{z}dz = a<, 

OU Ton a / = I , 2 , 3 , . . . , 2/w. 

Ii'existence de ces fonctions est demontrée par les raisonnements du i^ 4. 
Il est facile aussi de se convaincre, que les nombres 

ifl i 1/2 ^ • • • J Ifm 

croissent en méme temps que y croit; ä savoir ^i croit de 7j[ jusqu'ä ^i', 
y, — de 7J2 jusqu'ä 3^3' etc., lorsque jf croit de a jusqu*å 7j[\ 
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Par conséquent on peut disposer du nombre y ainsi, que Tun des 
nombres 

y , y, , y, , . • . , j/m 

sera egal åt'. 

Alors, en posant 

f,[z) = C pour a<e<tj,x^<z<ij^,x,<2<ij,,...,x„<z<y^ 
et 

f,{z) = c pour y<^<x^,y^<^<x,,y^<z<x^,...,y„<^<b, 
on obtiendra le maximum cherché 



ff,{z)U{z)dz 



de rintégrale considérée. 
Soit en efifet 

Posons 
en déterminant les coefficients 

P\ J P^ ) • • • J Pim 

par les équations 

0{x,^i) = O, (^(y,+i) = o , . . . , 0{x^) = o, 0{y^) = o. 
En vertu du théoréme 2, la fonction 0{z) satisfait ä Tinégalite 

0{z)<ii{z), 
lorsque z est compris dans Tun des intervalles 

(ö»y,), i^iyyi)^ (^2>y3)> •••» (^*iy*), 

et au contraire 

0{z)>ii{z), 

lorsque z est compris dans Tun des intervalles 
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En vertu du théoreme, on aura aussi 

0{z)>o, 
lorsquo z est compris dans Tun des intervalles 

et au contraire 

lorsque z est compris dans Tun des intervalles 

D*aprés cela, la formule 



v 9 

ff,{z) ii{z)dz — ff{z) il{z)dz 



a 



-f{fÅ')-f{^)}{ii{^)-<P{^)}dz-f{f,{z)-nz)}0{z)dz 

a v 

donne Tinégalité 

9 C 

ff,{z)ii{z)dz>ff'{2)ii(2)dz. 

a a 

En passant au second cas prenons le systcme de nombres variables 

déterminé par les inégalités 

et les équations 

cfXi{z)dz + CfÅi{z)dz + c fli{z)dz + . . . + cfki{z)dz = «<, 

oii Ton a i = i , 2 , 3 , . . . , 2w. 

Conformément a ce que nous avons expliqué dans le i; 4, lorsque x 
croit continuellement de a jusqu'a fj, les variables 

ill ^ y^ i • • • > ?/»» 

croissent aussi continuellement: y, de gy{' jusqu'å ly',, y, de ^J' jusqu'ä lyi etc. 
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Il en résulte que T un des nombres 

peut ctre égalisé ä v, 
Cela faisant, posons 

f,{z) = C pour x<2<y^ . x^<z<ij^ , ..., x^^^<z<y^, x^<z<h 
et 
fXz) = o pour a<z<x ,y^<z<x^, ,,,, y^_i < z <a?«_, , y„ < i? <a?«. 

La valeur 

r 
a 

obtenue de cette maniére sera le minimum cherché de Tintégrale examinée 

ff{z)ii{0)dz, 

a 

CO qu'il est facile de démontrer par la méthode expliquée ci-dessus. 
Donc nous pouvons énoncer la proposition suivante. 
Etant données les égalites 

b b b 

ff{'')K{z)ds = «,, ff{z)k^{e)dz = a, , . . . , Jf{z)X^{z)dz = «„ 



n 



et la condition 

<^<f{z)<(^, 

les valeure extremes de Tintégrale 

v 

ff{z)ii{z)dz 

'a 

correspondent aux telles fonctions f{z)^ lesquelles duns Tintervalle de ^ = a 
jusqu'a z = b n'ont que deux valeurs C et c el changent la valeur juste- 
ment n + i fois. 

Or Tune de ces deux fonctions, donnant le maximum de Tintégrale 

ff{z)ii{z)dz, 
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satisfait aux conditions 

f{-v —s) = C et f{v + e) = c, 

et Tautre, donnant le minimum de la méme inté^rale, satisfait aux con- 
ditions 

f{v — e) = r. et f{v + e) = C, 

le nombre s étant infiniment petit. 

En résolvant notre probléme nous avons supposé que r différe de 
toutes les valeurs de z, qui séparent les valeurs (■ et c de la fonetion 
fmax ö^ de la fonetion f^^^, 

Mais il est facile de se eonvainere, que dans les cas, oix r coineide 
avec Tune ou Tautre de ces valeurs, le maximum ou le minimum de linté- 
grale examinée 

ff{z)Q{z)dg 



se rdduit h 



fLinQ{is)(lz OU a Jf^„,a{z)dz. 



a 



Quant aux fonotions 

nous avons supposé, qu'elles sont eontinues et ont des dérivées de certains 
ordres. 

Mais ces suppositions ne sont pas indispensables et il est facile de 
voir que les resultats obtenues eoncernent toutes les fonctions 



pour lesquelles les expressions 



\{h;) , 
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sont toujoui^s positives et les expressions 



i^(«,) , 









et^. 



ne peuvent étre negatives, ou 



désignent des nombres arbitraires assujettis seulement aux inégalités 

Outre eela, nous avons supposé, que les nombres 

(fy b ^r , C 

sont finis. 

Ija solution de notre probléme dans le cas, oil Ton a 



c = o. 



r/=+cx), 



a été donnée dans le mémoire Sur une question de maximum et de minimnm. 

Nous y avons supposé sans demonstration, qu'il existe des maxima et 
des minima clierchés. 

Mais il est facile de remplir cette lacune au moyen de considérations 
tout ä fait analogues a celles, que nous avons employées plus haut. 

ij 7. En rapprochant maintenant nos recherches des questions sur 
Tinterpolation, traitées par les autres géométres, posons 



r = — I 



r;= + i, F{z) = o 



et par conséquent 



a, = o, 



ot„ = o , . . . , a„ = o. 



Alors le maximum de Tintégrale 



ffWn^Å2)d^ 



ne se distingue du minimum que par le signe + . 
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Cela étant, la question sur les valeurs extremes de Tintégrale 



JmK^xWz 



aux conditions 

— I </"(«)< + I 
et 

ff{z)XMäz = ff{z)Å,iz)dz =... = ff{z)X„{z)dz = o 

a a a 

sc réduit aux é(tuations 

c, Ct * 

fX,{z)dz — fX,{z)dz +... + (— ly fk,(z)clz = o, 

JK[z)(Jz—fX^{z)dz +... + (— if JX,(z)dz = o, 



fXM^z - fK{z)dz +... + (_ iYfK{z)dz = o, 

a Cl C 

oö Ton a 

Lft maximum de rintéfi^rale 

a 

sera egal dans ce cas Ti la somme 

* r. Cl Cl 

fK^,{z)dz— fX^^^[z)dz + / A,+i(^:)rf^ +... + (— i)\fÅ,^,{z)dz, 

c* C»i-i C«-2 « 

que nous désignons, a Texemple de Tciiébychef, par le symbole 



fK^My 



n 

Äeta mathtmoHea. 28. Imprimé le 12 Jaovier lli04. 3i; 
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en posaut 

b C. Cl 

f(o{z) = f(o[z)dz — Ca){z)dz +... + ( — if Ca)[z)dz 

n Cn Cn-1 o 

pour chaque fonction a}[z), 
Aux symboles 

f(o{z), f(o{z), fo){z) , ... 
nous ajoutons, aussi ä rexemple de Tchébychef, le syrabole 



en désignant ainsi Tintégrale 



Ja){z)dz. 



a 



Il faut retenir que les symboles 

13 

désignent des nombres positifs: le premier désigne le maximum de Tintégrale 

ff{x)X,{z)dz 

a 

ä la condition 

— i</'U)<i, 

le second désigne le maximum de Tintégrale 



ff{z)X,{z)dz 

a 

aux conditions 

— i</"(^)<i et fr{2)X,{z)(h=^o, 

a 

le troisiéme désigne le maximum de Tintégrale 

ff{z)X,{z)dz 



a 
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aux conditions 



ff{z)X,{z)(iz = o, fr{z)X,(z)(h - o 



et 



etc. 



i</(-^)<i 



Au contraire, Texpression 



fLi^) 



n 



doit se rcduire ä zéro chaque fois, lorsque on a 



et par conséqueut on aura 



w>^m, 



f0{z) --: 



pour chaque expression 



0[z) =l\\{z) +M(^) + . . . +1kK{^\ 



dont les coofiFicients 



il > ^ a J • • • ) Pn 



sont des nombres constants. 

Cela étant établi, désignons par Q{z) une fonction quelconque, satis- 
faisant seulement a la condition 



o. 






quels que soient les uombres 



Wj j ''2 j • • • ) ''h ) ''n+l 



assujettis aux inégalités 



a < Wj < Wj < . . . < w^ < w,^i < 6; 
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danÄ le mémoire lets över de benaderde roorstelling van eene funcUe door 
eem andere T. Stieltjes a traité le pobléme suivant. 
Trouver le» coefiFicientH 

Pl ) Pi > • • • J Pn 

de rexpression 

^{^) = PiKi^) + Pi^Å^) + • • • + A^«W 

ä condition rjue la valeur de Tintégrale 

fr 
f [Si{z) — 0{s)]dz 

a 

Hoit la plu8 petite, en désignant par [<o(2')] la valeur absolue de (o{z). 

Or, dans le mémoire Sur un certain minimum M. A. Kokkine et 
(i. ZoLOTAKEFF ont traité, beaucoup plus tot que T. Stieltjes, le oas 
particulier du méme probléme, oii Ton a 

Aj(^) = I, Å^{z) = z , . . . , Å„{z) = ^"~S ä{z) = z"". 

Les raisonnements de M. A. Kokkine et ti. Zolotakeff sont tout 
ä fait complets et indiscutables, mais il n est pas possible de reconnaitre 
le méme par rapport aux raisonnements de T. Stieltjes. 

Nous allons donner la resolution de ce probléme sous la forme du 
théorérae. 



Théoréme 3. 



Jj'iiitégralo 



J\il[z)—(t>{z)\dz 



a 



atteint son minimum 



/^(^). 



n 



lorsque los coefficiouts Pi , p, , ■ ■ • , Pn de Texpression 
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»ont déterminés par lo systeme cVéquations 



ou 

c., c, ...,C et fii{z) 

n 

ont los significations susindiquéos. 

Demonstration. 
Posens, quo Texprossion 

0{z) =p,Å,{z) +l)Mz) + . . . +pMz) 

se réduit ä jr(^) dans lo oas, ou los coofificients 

I'l J I'2 ) • • • ) Pn 

sont dcterraines conforménient aux conditions du thcoivinc: en sorte 
qu'on aura 

Cola étant, on vertu du coroUairc 3 du thcorcnie i. 'a <1ilTcT(Mic(i 

il{z)-ip{z) 
doit otro un nombro positif pour 

ot au contrairo — un nombro nogatif, lorsqu*on a 
Donc 
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car 

n 

Or pour toiite aiitre expression 
on a 

f [ii{z) — 0{2)]d2 > f {ä{z) — 0{Z)) = fii{2). 
a n n 

Les recherches de §§ 5 ot 6 peuvcnt aussi étre liées a un probléme 
sur la representation approximative des fonctions, si Ton posera comme 
auparavant 

Äj == o, a, = o , . . . , a„ = o. 

Posons, quo Texpression 

*(^) =pM^) +M(^) + • • • +PnK{^) 

doit représenter approximativement une fonction ii{z) dans Tintervalle de 
^ = a jusqu'ä z = v et zéro dans Tintervalle de z = t^ jusqu^a z = b. 
En mesurant Terreur de cette representation par la somme 

v h 

a v 

nous parvenons au probléme : trouver les coefiFicients i\ ^ 1\^ . . . , Pn ^^ 
Texpression 

de telle maniére, que la somme 



f [ä{2) — 0{z)]d2 + / [0{2)]dz 



soit la plus petite. 
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Nous allons donner la solution de ce probléme sous la forme du 
théoréme suivant pour le cas, oti les expressions 



iii'^^) , 






fi(«,) , i2(«,) , fi(«,) 



ete. 



n'obtiennent pas des valeurs negatives, quels que soient les nombres 



^'i > ''a ) • • • j "« f 1 > 



assujettis aux iné^lités 



a < Wj < Wj < . . . < Wn < '^+1 < /> 



Théoréme 4. 

Si v ne se confond avec aucun des nombres susdits 



il existe d*autres nombres 



^1 > ^2 I • • • ) ^n > 



1 » 3 » • • * > "' 



satisfaisant aux inégalites 



a<e,<d^<...<e,<v<d,^,<..,<d,<b 



et aux équations 



fXXz)dz — J Åi{z)dz + . . . + f?H(/)(h + f X^[z)dz . . . + fXi[z)(h = o, 



oii Ton a / = I , 2 , 3 , . . . , w. 
Or, la somme considérée 



f[Q{z) — 0{z)']dz + f{0{z)\dz 



atteint le minimum dans le cas, oil les coefiFicients 2\ i Pa y • • • ' Pn ^^ l*©^ 
pression 

^{^) =PÅi^) +PM^) + • • • + PnK(^) 
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sont déterminés par les équations 

pMOx) +M(ö.) +---+PJM =ii{Oi), 

PMO*) +PM^i) +---+PnK{0,) =Q{0,), 

pMO,) +pM<^^) +'-+PnK{e,) =Q{e,), 

PM^i+j) +PM^H-i) + ■■' +PnK{0t+^) = o, 
PM^n) +P,Wn) +---+P.K{ffn) =0; 

ce minimam est egal å 

fä{z)dz— fä{z)dz + ... + (— iyfQ{z)dz. 
Et lorsqu'on a 

Texpression cherchée 
donnant a la somrae 



f[Q{z) — 0{z)](h + f[Q{z)]dz 



u 



la plus petitc valeur 

r* C»-i Cl 

f iHz)dz— f Q{z)(iz +... + {— if-' fä{z)dz, 
se clétermiiic par les cquations 

0(CJ = i2(C,), 0{C,) = äiC) , . . . , 0(C-O = fi(C.O, 
i>» = o, 0(C+i) = o, (^(C+j) = o , . . . , 0(C) = o. 

§ 8. Passons enfin å une généralisation de la méthode d*interpolation, 
donnée par Tchébychef dans son mémoire Sur Vinterpolation dans le cas 
d\m grand nombre de dormées faumies par les obsei-vations. 
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Pour ce but, nous introduisons dans nos recherches les fonctions 



en déterminant les coefficients 

■vn— l,» I f/n—i.n j • • • i ,"i,n ) ffl,« 

par les équations 

fM'') = o, f^nie) = o , • • • , yV»(^) ='o- 

O 1 n 9 

Ces équations se réduisent a celles-ci 



11—2 n-% 



jK{z)-\-9n..\,n f^n-l{e)+ffn-1.n fK-M = ^, 



n—t H -g n—l 



fK{z) + ffn-l.n f K-\{e) + • • • + HnfK{e) = ©, 
I 1 1 



les nombres 

«— 2 n—9 1 O 

étant différents de zéro. 

La fonction ^n{^) satisfait å Téquation 



m 



pour toutes les valeurs du nombre entier m , excepté w = w — i . 

Äcta mathåmatiea. 28. Imprimé le 5 Janyler 1904. 37 
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Quant ä 



fM^)^ 



n—\ 



il est facile de se convaincre, que ce symbole représente le maximum de 
rintégrale 



a 



aux conditions 

b b b 

f f{z)<p,{z)dz = f f{z)<p,{z)dz = ... = f f{z)i!>,.,{z)dz = o 

a a a 

et aussi dans le cas, ou Ton a ajouté a ces conditions les suivantes 

b b 

O = ff{z)<pn^,{z)dz = f f{z)ifi,^^{z)dz = . . . . 



a a 



Slipposons maintenant, que pour une fonction de la forme 

0{Z) =P^Å^{Z) +P,Å^{Z) + ... +PnK{z), 

dont les coefificients i>i , 2>2 , • • • , />„ restent inconnus, nous pouvons évaluer 
assez exactement Tintégrale 

quels que soient les norabres f et rj compris entro a et b. 
Alors, en representant cette fonction sous la forme 

nous pouvons déterrainer les coefificients 5, , (/, , •.,(/„ l>ar les formules 
suivantes 

o o 

^/J>,('^)=J>(^). 



<1» jV'..U)= f <P{z)- 



n-\ n 1 
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En généralisant de cette maniére la méthode d*interpolation, doniié 
par TcHÉBYCHEF dans le mémoire Sur V intvrpolation dma^ le cas d^un grand 
nambre de domiées, nous parvenons ä la formule 

ifi,{z)f0{z) U^)f(l>{z) iP„{z) f0n{z) 

0(z) = ^ h ' - + -f - -*^L , 

O I n— 1 

dont chaque raembre se détermine indépendamment des autres. 
Dans le cas traité par Tciiébychef on a 

Par exemple, posons 

a = o, b =^ TVy 

X^{^z) = I, X^{z) = — cos^, k^{z) = cos2^, A^{z) = — cos3;8f etc. 

Il est facile de se convaincre, que ces fonctions Å{z) satisfont aux 
nos conditions. 

Il est clair aussi, que le maximum de Tintégrale 

f f{z)coszdz 

o 
ä la condition 

— « </*</)< + I 

correspond au cas, ou Ton a 



n 



+ I pour o <z < — y 



2n 



» — <z < — , 

2n 2n 



' 2n 2n 



(-0"' pour 3« <'<—^—' 

, ., (2n — i)ä- ^ ^ 

(— i)" pour ' — — — <e<7r. 
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Dans le méme cas on a 



ir 



ff{z)dz = O, Jf{0)cos0dz = o , ..., Jf{z)cos{n — i)edz = Oj 

o 



en vertu de la formule 



3n 2fi TT 

J cosmzdz — J cosmzdz + • • • + ( — O" f (^osmzdz 

o rc_ (2n— l)g 

2n in 

2 ( . mn . 3m;r , . 5w;r . . (2n — I)m7r1 

= — ^ sm sm — + sm . . . + sm ^ — i . 

m I 2n 2n 2n 2n \ 

En effet, il est evident de cette formule, que la somme algébrique 



n- 8n- 

iii 2ii 



J cosmzdz — J cosmzdz + . . . + ( — i)" J cosmzdz 

o TT (2n— l)ir 

9n 2n 

se réduit å zéro pour toutes les valeurs positives de w, excepté 

w = w , 3W , 5w , . . . ; 
or, on aura 

TT Sk 

2n 2n ;r m—n 

C cosmzdz — C cosmzdz + . . . + ( — i)" C cosmzdz = — ( — i) *" , 

o jr (2ii-l)ff ^ 

2n 2ii 

si — est un nombre entier impair. 
Par conséquent, la somme 

TV Sk 

2n 2» TT 

j cosnzdz — J coH nzdz + • • • + ( — O" J a^osrizdZy 

o JT (2ii— !)«• 

2n 2n 

égale ä 2, représente aussi le maximum de Tintégrale 

TT 

C f{z)GOHnzdz 
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dans le cas ou outre les inégalités 
on a les égalités 



TT 



C f{z)dz = C f{z)co»zdz = . . . = C f{z)cos{n — i)zdz = o. 



o 



Donc, nous pouvons poser 



3n 2n 



fa}{z) = f (o{z)dz — J a){z)dz + . . . + f (o{z)dz, 

n o jr (2»— l)ff 

2n 2fi 

en multipliant notre symbole par + i . 
Cela étant, on aura 

J cos mz = o 

n 

pour toutes les valeurs considérées de w, excepté 

m = n , 3/^ , 5^^ • • ; 
or, on aura 

Tcos mz = — ( — i) ''" , 



m 
fl 



si — est un nombre entier impair. 
Enfin 

C dz = 7t et C cos mzdz = o 

o o 

quel que soit le nombre entier ni. 
Fassons aux fonctions 

^,(^) = cos^+/yi.2, 

^^[z) = cos 2z + 5^2.8 cos^ + (jr,,,, 
^n^A^) = CO» riz + ff„^„^i cos {n— i)^+ ... +Är2,«+iCos^ +5'i.«+i, 
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dont les coefficients 

5^1,2 > 5^2,8 ) 5^1,3 ) 5^8,4 ) 5^2,4 ) 5^1,4 y ' • ' 

doivent étre déterminés conformément aux conditioDS 

O 1 2 n— 1 

Én considérant les cas particuliers les plus simples, on trouvera 

i^l(^)= ^f ^^{z) = COSZj <p^{z) = C0H2Z, ^^(-2?) = 008 3^ + -COS^ 

<pf^{z) = cos4je^, ^el^) ~ COS52? cosZj ^li^) = cos6z + -COS 2Z 

(p^{z) = C0S7Z + - COSZ, ^Å^) = COsSZy ^io(^) = COSQjSf + -COS 3^ 

^,,(^) = COS lO^-T-- COS 2;?, <p^^{z) = cosiiz -] cos^ etc. 

Quant au cas general, on peut établir la formule 

en désignant par n' tous les diviseurs impairs du nombre w, sans facteurs 
carrés, et par h le nombre des facteurs premiers de n' de la forme 4Ä; + i . 
Pour le démontrer il faut et il suffit établir que la somme 



v^f 



nz 
cos~r 



m 



se réduit å zéro, si Ton a 



w = o,i,2,3,..., n — I. 

n 



Dans le cas de tn = o et dans le cas, o ii le rapport — ne se réduit 
a aucun nombre entier impair, toutes les expressions 

/ nz 

I COS -7 



t, 

m 
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sont égales a zéro et par conséquent Tégalité 



> 7— I C0S~T = O 



m 



est évidente. 



Or, si le rapport — est egal å un nombre entier impair, il est facile 



de réduire notre sorame 



> ^^ — ; — / cos — 



m 



ä celle-ci 



2m 
n 



fl — mn 



f™2:(_,)*(_,)w-, 



Al 

en désignant par n' tons les diviseurs de — sans facteurs carrés. 
I)*autre part on aura 

n — mil" M — m n — 1 n—tn 

(_ i)~^^ = (_ l)"^ (_ l)"^ = (_ l)^ (— I)*», 

en désignant par A, le nombre des diviseurs premiers de «' de la forme 

4* +3. 

Il en résulte, que h + A, est egal au nombre de tons les diviseurs 

premiers de n\ et par conséquent on a 



m 

n 



en designant par N^ le nombre des diviseurs do — , composés d*un nombre 

pair de facteurs premiers, et par N^ le nombre des diviseurs de — , com- 
posés d'un nombre impair de facteurs premiers. 

Il est important de retenir, que nous ne comptons pas Tunité au 
nombre des facteurs premiers et que conformément ä cela le nombre des 
facteurs premiers de Tunité est egal a zéro. 

En posant w = w , on trouve 

jv, ^i, a;^o 
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et par conséquent 



> T— / C08 - = 



2: 



dans tous les autres cas on aura 



A^,— A;=o. 



De cette maniére, nous nous avons persuadé que la somme 



y- — r-^ / CO8-- 
^^^ n I n 



m 



se réduit ä zéro dans tous les cas, excepte le cas de w = w , lorsque cette 
somme est égale ä 2. 

Donc, on peut poser 



(— I)* 712 






et ensuite 



20{Z) = -J,{z)f <I>{Z) + n^)f <P{^) + ... + MZ) f 0{Z) 

O 1 ni 

quelle que soit la fonction 

0{z) =Pi -fi>, COS^ + jMj COS 2^ + . . . +i^«C08(w l)^. 

Par exemple dans le cas de t* = 4 on aura 

0[Z) = 



- C 0{z)(fz + - C0S;2r 



f 0(z)(lz — f 0[z)dz 



+ - COS 2Z 
' 2 



8;r 



4 4 TT 

J 0{z)dz — f 0{z)dz + f 0{z)dz 



+ ^ (cos 3^ + ^ COS zj 



tjr 



57r 



6 



ir 



/ 0{z)dz — f 0{z)dz + / 0ie)dz — / 0{g)di 



G 



05 
6 
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En faisant maintenant 

a = o, 6 = /T 

nous pouvons prendre aussi 

^j(;8f) = sin^, X^{z) = — sin 2^, Åj^{2) = Qmig, Å^[z) = —sin^z y .... 

Dans ce cas, lequel au moyen de la substitution 

hcosz = Xy 

se réduit au cas traité par Tchébychef, il n'est pas diflficile d'établir les 
formules 

Ja)(z)='-f Q)[z)dz- - f a}[z)dz + .., + { — i)* J a}[z)dz, 

« o It nr 

/2m , w i 1 x» • • 

Sin ??^ = — , lorsque — est un nombre entier impair, 

m—\ 

J Binnz = O dans tous les autres cas 

m— l 

et enfin 

en désignant par 7i' tous les diviseurs impairs de 7i sans facteurs carrés et 
par k le nombre des facteurs premiers de n\ 

§ 9. Dans tous nos recherches, le systéme des fonctions 

a été assujetti ä.certaines inégalités. 

Cependant on peut étendre plusieurs de nos resultats å certains cas, 
oii les inégalités mentionnées ci-dessus n'ont pas lieu. 

En posant par exemple 

a = o, b = 2;r, 

X^{z)=i, Å^{z) = smz, Å^{z) = coBZ, X^{z) = sin2Zj Å^{z) = coq 2z , , . . 

Acta mathematica. 28. Imprimé le 26 janvler 1901. 38 
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et en general 

^n{^) = sin Ä^, ^21+1 (^) = coskZj 

il est facile de voir, que le maximum de Tintégrale 

f f{z) sin kzdz 

u 

å la condition 

— i<f[^)<+ i 
correspond ä la fonction f{z) maintenant les valeurs constantes: 

+ I pour o < z < j , 

t: 2;r 

27T 3;r 



{2k—2 )7r^ I ^(2k—\)7t 

+ I » T < ^ < — ,: 



{2\-— i);r 
I » — — <z < 271. 



En déterminant de cette maniére la fonction f{z)^ on aura en méme 
temps 

Sr- 

c f{z) cos mzdz = o, 

o 

quel que soit le nombre entier w , et 

f f{z)»mmzdz = ^, 

o 

si -j- est un nombre entier impair, et enfin 

c f{z) sin tn^rf-2? = o . , 

o 
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dans tous les autres cas, lorsque m est un nombre entier et -r n'est aucun 

k 

nombre entier impair. 

Par conséquent, la somme 

TT 27r Sr- 

* k It 27r 

C sin kzdz — j sin kzdz + J sin kzdz — ... — j ^^ kzdz^ 

k k k~~ 

égale a 4, sera anssi le maximum de Tintégrale 

r f{z) sin kzdz 

o 

dans le cas, oix la fonction /"(;sf) est assujettie non seulement aux inégalités 

— i<n^)<^. 

mais aussi aux égalités 



u u 



Pareillement, il est facile de se convainere, que la somme 

Ii SÄ ir 

C cos kzdz — C cos kzdz + . . . + J ^^^ kzdz, 

o jr (4 1— l)r 

égale ä 4, est le maximum de Tintégrale 

2r 

C f{z)co^kzdz 
aux conditions 

Vr 2>r 2r 

/ f[z)X,{2)olz = / f{z)Å,iz)d2 =...=/ /^(«)A„(;8r)<;5 = o, 

O O O 
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En posant conformément å cela 



2ie 



J (o{z) = J (o{z)dZy 



2ff 



fa){z) = J co[g)dz — J (o{z)dz + . . . — f a){z)dz, 

2*— 1 u T (n— i)g 

k k 
t: Ztt 

j (o{z) = f w{z)dz — f w{z)dz + . • • + f (o{z)dz, 

2k O jr (4i— l)7r 

Hk n 

on aura 



J sinmz = Oj J cos mz = o, 



2k 24-1 



([uels que soient les nombres entiers positifs tn, 



m—k 



/ sm w^i = — et / cos mz = ( — i ) '* — 

Hk-l 2k 



si — est un entier impair, et enfin 



J sin mz = / cos mz = o 



2*— 1 2* 

dans les autres cas, lorsque m est iin nombre entier et t- n'est aucun 

nombre entier impair. 

Cela étant etabli, nous posons 

4 



-fM-Ji' 



(— l)^' . kz 



<^2*+l(^) = >^ —j^ cos-^ , 

en désignant par k' les diviseurs impairs de k sans facteiirs carrés, par g 
le nombre des facteurs premiers de k\ et enfin par h le nombre des 
facteurs premiers de k' de la forme 4/ -(- 1 . 
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Alors on aura 



f^M = A 



n—X 



et tous les autres symboles 

o 1 3 

seront égals ä zéro. 

TI en résulte que pour chaque fonction 0{z) de la forme 

0(^z) =p^ +p^ sin;2r +p^ cosi? + p^ sin 22r + • • • , 
nous pouvons établir la formule 



• > 



(lönt tous les membres se déterminent indépendamment Tun de Tautre. 
Voilå les premiers membres de cette formule 

0{2) -— C (P{z)dz +^ sinz f 0{z)dz — f 0(z)dz 



+ COS Z 

4 



8;r 



2»- 



j 0{z)dz — f 0{z)dz+ f 0{z)dz 



O 



i 






+ sm 2z 
4 



3r 



2n- 



y <P(^)rf^ — f 0{z)dz + y* 0{z)dz — f 0{z)dz 



8.T 

T 



4- cos 2^ 
4 



37r 



5, T 



2;r 



f0{z)dz — f 0{z)dz-\- f 0{z)dz— f 0(z)dz-\- f 0{z)dz 

O JT StT ftJ7 4 »T 



etc. 
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DIE BEDEUTUNG DER ABEUSCHEN ABHANDLUNG 
OBER DIE BINOMISCHE REIHE* FOR DIE FUNCTIONENTHEORIE 

VON 

O. 8T0LZ 

in INNSBBUCK. 

Cauchy hat in Cours d^Änalyse (1821) Ch. VIII, § 5, die folgende 
Aufgabe gelöst. 

(I). »Es seien alle fur jeden Wert der reellen Veränderliclien f ein- 
deutigen und stetigen complexen Functionen f(f) zu ennitteln, wofiir 
erstens bei beliebigen reellen Werten f , rj das Additionstheorem 

(O f{^)-nyi) = m + yi) 

besteht, und zweitens f{\) gleich einer gegebenen, von Null verschiedenen 
complexen Zahl 

(2) a = .4(sma + isina) (^ > o, — 7:<a<7r) 

ist. :> Die verlangten Functionen sind in der Formel 

/"(c) = ^**(co8f(a + 2k7r) + ism${a + 2Ä;;r)) 

enthalten, worin k jede beliebige, j ed och feste ganze Zahl sein darf. 

Ersetzen wir in dieser Aufgabe die reelle Veränderliche f durch die 
aller complexen Werte fähige Veränderliche x und entsprechend in der 
Beziehung (i) c, ^ bezw. durch die beliebigen complexen Zahlen a? , y> 
so erhalten wir eine ähnliche Aufgabe (II), auf die Cauchy a. a. O. nicht 
eingegangen ist. Ihre Lösung gibt Abel in der im Titel genannten Ab- 
handlung vom Jahre 1826.^ 

' Oeuvres de N. H. Abel, nouv. édit. par Sylow et Lie. I. S. 219 f. 
* Vgl. Oeuvres I., S. 229 f. Die Formel (3) findet sich S. 234 unter (13). 

Aeta mnthematica. 28. Imprimé le 20 jauvier 1901. 
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Sie lautet, wenn wir x = $ -{- itj setzen 

(3) f{x) = ^^{cosf(a + 2k7:) + isinf(å + iUt:)) 

X J5^{cos5y(/9 + 2/;r) + i%m7)[^ + iItt)) 

unter k , I beliebige, jedoch feste ganze Zahlen, unter B eine willkiirliche 
positive und unter y9 eine willkiirliche reelle Constante verstanden. Da 
somit auf der rechten Seite der Formel (3) zwei willkiirliche Constante 
B , (i vorkommen, so hat die Aufgabe (II) an sich wenig Bedentung. 

Um die Constanten B und ^' = y9 + 2Z;r zu bestimmen, legt man der 
Function f{x) die weitere Bedingung auf, dass sie eine analytische sein soU. 

Demnach gelangen wir zur Aufgabe: 

(ni). > Es seien alle analytischen (ein- öder raehrdeutigen) Functionen 
f{x) der coraplexen Veränderlichen x zu ermitteln, wofiir erstens bei be- 
liebigen complexen Werten a; , y , wenn nur f{x)^ f(y) , f{x + y) erklärt sind, 
die Gleichung 

(4) f{^)-f{y)-f{^-\-y) 

besteht und zweitens f{i) die gegebene, von NuU verschiedene Zahl a 
ist. » Lassen wir die Potenzreihe 

c^ '\'C^{x — c) + c^{x — cy+ ... 

absolut convergent fiir alle Werte von rr, wofur \x — c\ kleiner als eine 
gewisse Constante B ist, das Element sein fur eine der gesuchten Func- 
tionen f{x)^ so finden wir aus der Gleichung (4) durch die Annahme 
X =- c, y = X — c 

J{x — c) = f{x):f{c)= I + b,{x — c) + b^{x — cY + , . . i\x — c\<R). 

Schreiben wir hier x an Stelle von x — c, so folgt, dass wenn nur 
|rr|<JB ist 

(5) n^)= I +b,x + \x' + ,.. 

sein muss. Legt man die auf der rechten Seite von (5) befindliche Potenz- 
reihe von X als Element der in Rede stehenden Function f[x) zu Grunde, 
so ergibt sich in bekannter Weise (s. u.), dass f{x) eine der eindeutigen 
Functionen 

(6) é;'^" [La = M + (a + 2k7t)i) 
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ist, wobei k jede beliebige, jedoch feste ganze Zahl sein darf. Aus der 
Formel (3) wird die Function (6) durch die Annahme 

(7) i^ = e-«-^*% ^ = IÄ 

erhalten. 

Abel bestimmt a. a. O. die vier Constanten in (3): Ä^ a + 2Ä-;r, 
B , p durch die Forderung, dass f[x) die Summe der binomischen Beihe 

(8) i+?« + *-^^«'+.../ 

I o; I kleiner als i vorausgesetzt, sein soU. Tn dieser Weise ist es ihm 
ziim ereten Male gelungen, die binomische Reihe (8) bei complexen x zu 
summiren. Und zwar fand er als Summe derselben den gewöhnlich als 
Hauptwert bezeichneten Wert der Potenz i -\- %i hoch rr, der jetzt unter 
dem Zeichen (i + "^^Y verstanden wird. 

Die soeben erwähnte Bedingung Abel's schliesst in sich die, wie wir 
gesehen haben, auch bei der Lösung der Aufgabe (III) auftretende Forder- 
ung, dass f{x) die Summe einer convergenten ganzen Potenzreihe von x 
sein soU; denn die binomische Reihe (8) lässt sich fiir jeden Wert von x 
in eine solche Potenzreihe verwandeln.^ Abel schränkt aber diese For- 
derung in der Art ein, dass fiii f[x) bloss die Summe einer bestimmten 
solchen Reihe verlangt wird. Er hat somit in der in Rede stehenden 
Arbeit zugleich die Aufgabe (III) bei der Annahme a = i + ^ gelöst, 
allerdings unter der gerade angegebenen Beschränkung der Function f{x). 

Die directe Behandlung und allgemeine Lösung der Aufgabe (HL) 
findet man im 2. Bände von M. Ohm's Versuch eines vollkommen conse- 
quenten Systems der Mathematik (1822).^ Die in den Formeln (7) vor- 
liegende Bestimmung der Constanten B , ^ lässt sich ferner mit Hilfe des 
von RiEMANN zu Gruudc gelegten Begriffes der Function einer complexen 
Veränderlichen x erweisen.* 



^ Bei AbeI stehen a. a. O. an Stelle von a;, u bezw. m,z. 

" Cauchy, c. å!Analyse, S. 545 ee Oeuvres 2. sér. III. T. S. 447. 

' Vgl. 2. B., 2. Aufl. (1829), S. 313 f. 

* Vgl. des Verfassers GnmdzUge d. Differential- u. Integralrechnung, II. B., S. 90. 

Äcta matkematiea. 28. Imprimé le 26 janvier 1904. 39 
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SUR L'INTÉGRATION DES SYSTÉMES DIFFÉRENTIELS 
QUI ADMETTENT DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS 

PAR 

E. VESSIOT 

k LYON. 



Introduction. 

I. On doit a Abel Tétude des équations algél^riques telles que, si 
X est racine d'une telle équatioD, 0{x) en est aussi racine, ff étant une. 
fonction rationnelle connue. Par cette étude, Abel a ouvert une voie 
nouvelle, non seulement a la théorie des équations algébriques, mais ä 
toute Tanalyse mathématique. La propriété que nous venons de rappeler 
peut en effet 8'énoncer ainsi: les équations algébriques considérées sont 
(*elles qui admettent des transformations rationnelles connues: x' = 0(x), 
De sorte que lorsque Sophus Lie fondait, un demi-siécle plus tärd, la 
théorie des systémes différentiels qui admettent des groupes continus de 
transformations, il était, dans un champ plus väste, le continuateur de la 
pensée de son illustre compatriote. 

Le present travail est une contribution a cette théorie de Sophus Lie. 
11 a en vue la question suivante: »Délinir et étudier les divers problémes 
d 'integration auxquels peut conduire Tapplication de la théorie de Lie?» 

Cette question peut étre considérée comme résolue ^ dans le cas oii le 
systéme différentiel (A) considéré est un systéme d'équations différentielles 
ordinaires, ou un de ces systémes d 'équations aux dérivées partielles dont 

* Voir S. Lie. Math. Annalen. Torne XXV. 
E. Vessiot. Annales de la Faculté des Sciences de Toulonse. Tomes 
Vni, H; X, C. Comptes Rendus, 13 décembre 1897. 

Acta mathcmatica. 28. Imprimé le 20 jauvicr 1904. 
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rintégrale générale ne dépend que de constantes et non de fonctions ar- 
bitraires: les systemes auxiliaires dont Imtégration entraine celle du systérae 
donné sont alors, ou bien des équations différentielles ordinaires linéaires; 
ou des systemes d 'équations différentielles ordinaires qui sont absolument 
générales, tant que le systéme (Ä) n'a pas de propriété autre que d'ad- 
mettre le groupe {G) considéré, qui est un groupe fini. 

Pour le cas general d'un systéme différentiel (A) dépendant d'un 
nombre quelconque de variables dépendantes ou indépendantes, d'ordre et 
de degré d'indétermination quelconque, et dont on sait seulement qu'il 
admet un groupe continu (ö), fini ou infini, mais connu/ la question 
posée est bien moins élucidée. 

Dans un mémoire f ondamen tal, ^ Lie a indiqué, sur des exemples par- 
ticuliers, la marche ä suivre pour décomposer Tintégration du systéme {A) 
en deux parties distinctes: i°) integration d*un systéme résolvant {B) qui 
n\idmet plus de groupe de transf ormations ; 2°j integration d'un systéme 
différentiel {S) dont toutes les solutions se déduisent les unes des autres 
par les transf ormations du groupe donné [G). Cela revient ä décomposer 
Tensemble des solutions de {A) en familles de solutions telles que les so- 
lutions de chaque famille se déduisent les unes des autres par les trans- 
f ormations de (G); il est bien remarquable que c*e8t la méme réduction 
qu'opérait déjä Abel sur les équations algébriques dont nous parlions 
plus haut. 

Dans les exemples traités par Lie, oh il ny a que deux variables 
indépendantes, les systemes {S) s'intégrent, par la méthode de Darboux, 
au moyen d 'équations différentielles ordinaires. Mais il ne parait pas facile 
de généraliser cette méthode de maniére å pouvoir Tappliquer au cas d'un 
nombre quelconque de variables indépendantes. 

2. Nous avons repris la méme décomposition du probléme par une 
méthode nouvelle dont Tavantage est de conduire, pour les systemes dé- 
finitifs {S)y å des systemes automorphes. Nous proposons d'appeler ainsi 



* Si le systéme {Ä) est donné, les équations de definition du plus grand groupe 
que ce systéme admette sont par lå-méme connues. 

* Zwr allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen heliebiger Ordnung. 
(Leipziger Berichte, 1895.) 
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tout systéme différentiel dont les solutious se déduisent les unes des autres 
par les transformations d'un groupe ponctuel (G), effectuées sur les variables 
dépendantes ; {G) sera dit le groupe associé au systéme, ou simplement le 
groupe du systéme. 

Nous pouvons alors appliquer ä ces systémes automorphes les mé- 
thodes de réduction indiquées par Lie/ et qui permettent d'en remplacer 
rintégration par celle d'une suite de systémes automorphes, dont les 
groupes soient simples et primitifs. Pour les seuls types de groupes con- 
nus,*satisfaisant ä cette double condition, les systémes automorphes corres- 
pondants s'intégrent au moyen d'équations diflférentielles ordinaires, qui 
sont linéaires si le groupe est fini. 

Quant au systéme résolvant (JB), comme il donne seulement la dé- 
composition des solutions de {Ä) en familles de solutions homologues re- 
lativement au groupe (6r), il est evident que la difficulté de son integration 
ne peut étre en aucune fa^on limitée par la nature de ce groupe (G^), et 
on peut dire qu'elle est arbitraire. 

On voit donc que, si Ton ne trouve pas de groupes continus infinis 
simples d'une nature nouvelle, lapplication de la théorie de Lie ne pourra 
conduire qu'å des systémes différentiels dont la difficulté dlntégration est 
tout-å-fait indéterminée, et ä des systémes différentiels s*intégrant par des 
équations différentielles ordinaires. Telle est donc la réponse que Ton peut 
faire a la question que nous nous étions posée? On voit que celle-ci ne 
pourra étre entiérement résolue que lorsqu'on connaitra tous les types de 
groupes simples. 

Il resterait aussi ä perfectionner Tétude des systémes résolvants {B), 
Ces systémes sont, au fond, les mémes dans la méthode de Lie et dans la 
nötre, et ils ne se présentent pas d'eux-mémes sous une forme entiére- 
ment arbitraire, car ils comprennent des équations dont la forme dépend 
encore, en une certaine maniére, du groupe {G), 

Dans les exemples qu'il a traités, Lie a indiqué une relation simple 
entré le degré d'indétermination du systéme (Ä)^ celui du systéme ré- 
solvant (i?), et celui du systéme des équations de definition du groupe 
(ö^). Il y aurait lieu de chercher ä généraliser ces resultats, et méme a 
en compléter la demonstration dans les cas traités par Lie. 

* Verwerthung des Ghruppeiébegriffes fiir Differentialgleichungen (Leipziger Berichte, 
1895). 
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3. Notre travail est divisé en deux cliapitres. Dans le premier, 
nous étudions la détermination des systémes automorphes, qui correspondent 
a un groupe, donné par les équations de definition de ses transformations 
finies. Leur forme résulte, ä vrai dire, de la théorie générale des in- 
variants différentiels ; mais il était utile de préciser les divers cas qui 
pourraient se presenter; et, de plus, notre travail contient ainsi une mé- 
thode compléte, et nouvelle,^ pour la détermination des invariants diffé- 
rentiels et des systémes différentiels invariants qui correspondent a un 
groupe donné, tout en ne supposant connus que les prineipes fondamentaux 
relatifs aux équations de definition des groupes continus. 

Nous rappelons ensuite, en les précisant et les complétant sur divers 
points, les méthodes de Lie, servant å réduire Tintégration de ces systémes; 
et nous étudions les systémes types auxquels on est ainsi ramené. 

Dans le second chapitre, nous étudions la formation des systémes 
différentiels les plus généraux,. qui admettent un groupe, donné par les 
équations de definition de ses transformations finies. Le procédé indiqué 
nous foumit immédiatement, sous une forme precise et elegante, la ré- 
duction d'un systéme donné {A)^ admettant le groupe considéré (ö^), a un 
systéme résolvant (jR) et ä un systéme automorphe. 

Nous avons traité d*abord deux exemples. L'un est emprunté au 
mémoire de Lie; Tavantage de notre méthode y est mis en évidence, car 
nous pouvons préciser la nature des integrations indispensables plus que 
ne le fait Lie. 

Dans la théorie générale, nous avons eu surtout en vue le cas qu'on 
peut considérer comme le cas general dans la formation des systémes diffé- 
rentiels admettant un groupe donné. Mais Tapplication de notre méthode 
aux cas exceptionnels ne nécessiterait que des modifications de détail, comme 
on s*en rend compte dans les deux exemples particuliers que nous avons 
complétement traités. 



^ Gette méthode présente, néanmoins, des analogies inévitables avec celles que Pon 
doit å Lie et å M. Tresse. 
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CHAPITEE PEEMIER. 



Sur la forme et Tintégration des systémes différentiels 

automorphes. 

g I. Forme générale des ayatémes automorphes. 

I. Nous appelons systéme diffét'eiitiel autoniorphe tout systéme dijffé- 
rentiel (/S), dépendant d*un nombre quelconque n de fonctions inconnues: 
OJj , a;, , . . . , rr„, et d'un nombre quelconque m de variables indépendantes 
'i > 'a » • • , C ' q^i jouit de la propriété suivante : Ses diverses solutions se 
déduisent de Tune quelconque d*entre elles 

par les diverses transformations d'un groupe ponctuel (G^), å n variables, 
effectuées sur iz^i , . . . , i?^„. De sorte que, si Tune quelconque des träns- 
formations de {G) est 

(T) Xi = TXi = f^(x^ , a^a , . . . , X^, (t-i.2,...,M 

Tune quelconque des solutions de [S) est définie par les équations 

{Ta) TXi = OLi{t^ , '2 ) • • • , O- (»-i,2,...,»i) 

Nous étudierons d'abord comment on peut former tous ces systémes 
automorphes, correspondant ä un groupe [G) donné par les équations de 
definition de ses transformations finies. 

Le cas le plus simple est celui ou w = w, et oö les fonctions «!,...,«« 
constituent un systéme de fonctions indépendantes: il est clair que, si cela 
a lieu pour une solution, cela a lieu pour toutes. Considérons alors la 
solution ((j), et imaginons qu'on fasse dans {S) le changement de variables 
indépendantes 

Le nouveau systéme admettra la solution 

Xi = ti , («-1.2 n) 
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et les autres solutions, s'en déduisant toujours par les transformations de 
{G), seront définies par les divers systémes d^équations 

qui définissent les diverses transformations de {G). 

Le systeme {S) sera donc devenu le systéme des équations de de- 
finition du groupe (6^), c. -å-d. sera de la forme ^ 

ou les fonctions U, förment un systéme complet d'invariants fondamentaux 
du groupe (ö), qui est connu par hypothése. 

Eevenons maintenant aux variables primitives. On sait ' qu'un change- 
ment de variables indépendantes, efEectué dans les U,, les change en des 
fonctions qui ne dépendent que des C/, et des variables indépendantes 
nouvelles; et, d*une maniére plus precise, qui sont de la forme: 

T. ( TT (r T ,r(*i •..*•) \ i -y(0|...<J«) \ 

ou' les rri*'- *"^ et les af^"'""^ désignent des dérivées quelconques, des x^ et 
des aj , prises par rapport ä <i , . . . , if„ . 

Le systéme [S) s*obtient donc en égalant ces fonctions L, aux fonc- 
tions de /, , . , . , t„: 

et pourra s'écrire enfin. en résolvant les équations ainsi obtenues par 
rapport aux U/. ^ 



I I r. 



oti • . • 9'n / 



* due å Lie. Voir, j3ar exemple, notre mémoire Sur la theorie générale des groupes; 
N° 6. (Annales de PEcole normale, 1903.) 

* Voir le mémoire cité: N^ 7. 

^ Pour la possibilité de cette resolution, voir encore le mémoire cité: N** 7. 
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JjO misonnement précédent, repris en sens inverse, montrerait facilement 
que tout systeme de cette forme, qui nest pas impossible, satisfait å la 
question. La forme générale des fonctions 0^ s'obtient sans peine en 
écrivant que le svstéme a une solution arbitraire donnée. 

Les systfcmes canoniques ainsi obtenus s*offrent d'eux-mémes, dans la 
théorie de la similitude des groupes.^ Nous les appellerons, pour abréger, 
des aystémes autmnorphes de premiére espece.. 

2. Supposons encore m = 7iy mais supposons que les fonctions a, , . . . , a^ 
ne soient plus indépendantes ; il y en aura, par exemple m' <7i d*entre 
elles qui seront indépendantes, tandis que les w — m' autres seront fonc- 
tions de celles-Iä. Imaginons que nous prenions comme variables nouvelles 
^1 > ' - - y ^m'\ ces m' fonctions o» indépendantes, en méme temps que n — wi' 
autres fonctions quelconques de ^ , . . . , ^n pour les autres variables indé- 
pendantes -s^m+i ) • • ) ^n- Parmi les équations du systéme (iS), transformées 
par ee changcnient de varia])les, figureraient cvidemment les équations 

— o» 0»l,2,...,n— m'; i— 1,2, ...,n) 



Et, en revenant aux variables primitives, on voit que le systeme {S) com- 
prend, parmi ses équations, celles d*un systeme complet, dont -8^1,...,^^ con- 
stituent une solution ; et dont rCj , . . . , a?„ sont des intégrales. 

Des équations de ce systeme complet, on peut tirer les dérivées des 
Xi par rapport å 7i — m' des variables; par exemple, par rapport a t^'^ij ...,^». 
Et, par suite, on peut faire disparaitre des autres équations de [S) toute 
différentiation par rapport a Tune quelconque de ces variables. 

Donc le systéme (S) se compose alors: i*') du systéme complet en 
question, dont rCj, . . . , a;« sont des intégrales; 2*^) d*un systéme automorphe 
(iS,), relatif au groupe {(r), mais oii ^ , . . . , C' interviennent seules comme 
variables indépendantes; t^-^i, - - - , L i^v jouent plus que lo role de para- 
métres. 

Inversement, dans cette hypothése, le systéme complet peut étre 
choisi arbiirairement mais le systéme (6'j) doit admettre les transformations 
infinitésimales ayant pour symboles les premiers membres des équations du 
systéme complet. On le verrait en raisonnant comme nous Tavons fait, 



* Voir le mémoire cité § IX. 

Actu nmthematirit. 2S. luiiiriiiié It? S f«vrier l*H»i. ^ 
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pour un cas analogue, dans un autre travail;* nous y avons indiqué aussi 
comment ce fait donne les conditions auxiliaires auxquelles doivent satis- 
faire les arbitraires qui figurent, en general, dans les équations de (/SJ, 
pour que (/S,) et le systéme coraplet constituent, dans leur ensemble, un 
systéme différentiel corapatible. On pourra, du reste, toujours déterrainer 
ees arbitraires, en méme temps que le systéme eomplet, en se donnant 
Tune quelconque des solutions {a) du systéme (*S') que Ton veut former. 

3. Une réduction analogue se présente toujours si m>7i; de sorte 
que ce cas se raméne toujours, par la separation d'un certain systéme 
eomplet, au cas ou m est au plus egal ä 71 ^ et ou, parmi les fonctions a,, 
il y en a m d4ndépendantes. Au point de vue de Tintégration de (S), 
on peut aussi intégrer d abord le systéme eomplet qui se sépare de (iS), 
et prendre pour nouvelles variables indépendantes un systéme fondamental 
d^ntégrales distinctes de ce systéme eomplet; et Ton sera ramené au cas ou 
il y a autant de fonctions a, indépendantes que de variables t^. 

On voit donc, qu'en dehors du cas des systémes automorphes de 
premiére espéce, il ne reste comme cas intéressant que celui oCi m est in- 
férieur ä n] et, en raisonnant de méme, on voit qu*on peut méme supposer 
qu'il y a, parmi les a»-, exactement m fonctions de /,,..., <^ indépendantes. 
Nous allons examiner ce dernier cas. 

4. Supposons d 'abord le groupe (G) transitif; les points {Xi, . . . , rr J 
qui font exception ä la fra72sitivifé, — (c.-a-d. qui ne peuvent pas venir 
coincider avec un point arbitrahe, par au moins une transformation de 
(G)) — satisfont, s'il en existe, a certaines relations {B) en a;, , . . . , a;„, de 
forme déterminée, qui sobtiennent en discutant le degré d'indétermination, 
c.-ä-d. la résolubilité des équations de definition de (G). On peut d*abord 
supposer que ces relations {Ii) ne font pas partie des équations du sy- 
stéme {S). 

Considérons alors la solution {(t) comme representant une multiplicité å 
m dimensions, de Tespace re, , , , . , x„. En lui appliquant une transformation 
de ((t), convenablement choisie, on en déduira une autre solution {Ta), 
representant une multiplicité nouvelle, passant par un point arbitraire. Il 

* Sur la théorie de Galois ef ses general isations, N"* 31 et 33 (Annales de 
rÉcole normale, 1904). 
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existe donc des familles de solutions de (S'), dépendant de w — m para- 
métres, c.-ä-d. de la forme 



(2) Xi = ai{ti ,...,<« I ^1 , ... , r7„_ J, 



(1-1,2,. ..,!•) 



telles que Ton puisse résoudre leurs équations (2) par rapport ä /j , . . . , /^, 

Imaginons alors le systéme automorphe de premiére espéce (S^), relatif 
au groupe ((?), et admettant la solution (2), eonsidérée comme fonction des 
n variables ^ , . . . ? C > ^1 > • • • > ^n-m • ^s solutions, si on y eonsidére 
^1 , • • • , ^« m comme des paramétres ayant des valeurs constantes déterminées, 
c.-a-d. si Ton les eonsidére comme f önations de '1 , . . . , /« seulement, seront 
les mémes que celles de (S). l)onc ce systeme (S^) contiendra un certain 
nombre d*dquations ne dépendant de ^1 , . . . , ö?„_„i, ni directement, ni par 
celles des dérivées des x^ oii figure, parmi les indices de dérivation, au 
moins une fois Tune des lettres «,,..., a^_,„; et Tensemble de celles de ces 
équations, conséquences des équations (S^)^ et telles que toutes les analogues 
puissent s'en déduire par des diflférentiations et des éliminations, pourra 
étre pris pour définir le systeme {S). 

Imaginons toujours le systeme (S^) formé, et cherchons a en déduire 
toutes les conséquences jusqu^å un ordre ji quelcönque qui satisfassent aux 
deux conditions énoncées, c.-a-d. ne contiennent ni des dérivées autres que 
les dérivées par rapport aux ti, ni les paramötres »i , . . . , ^n_m- J© dis que 
la premifere condition entraine la seconde. 

En effet, supposons formées toutes les conséquences de {S^), jusqu'a 
Tordre /i, satisfaisant a la premiére condition seulement; il faut prouver 
que a, , . . . , a^_^ en disparaissent d*eux-memes. Sans cela, en effet, on 
pourrait peut-étre éliminer «!,...,««_« d*un certain nombre d*entre elles; 
mais il en resterait un certain nombre k qu*on pourrait résoudre par 
rapport a «?!,...,«*, par exemple. Considérons les équations 



(3) 






\ dt\ . • . dfffn / 



ainsi obtenues. Si on y effectue une transformatiion quelcönque de (G), 
elles doivent visiblement rester invariantes, et par conséquent les seconds 
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membres sont des invariants différentiels de [G). Exprimons alors que ce 
systéme admet la solution (2): cette solution s*obtient, par definition, en 
effectuant, dans iine multiplicite déterniinéc, 



(4) 



Xi — x^ — a,- (^1 , . . . , ^,„), 



(t-1,7,...,n) 



la transformation génerale d^une certaine famille de transformations de 
(6r), de la forme 



(5)- 



X^ — /i(^l ) • • • j ^11 ■ ^^ ) • • • ) ^'w m)' 



(i- 1,9,...,") 



Or, si nous faisons dans les équations (3) la transformation (5), elles 
deviennent, . puisque les ¥'\ sont des invariants, 

et il reste ä remplaeer les rrj par leurs valeurs (4), ce qui ne peut in- 
troduire dans les *P\ les arbitraires Uu . . , , a^. Il est donc impossible que 
les conditions obtenues soient réalisées identiquement. 



5 . La méthode a suivro pour formor les systémes (S) avee un nombre 
m < 71 de variables indépendantes sera donc la suivante. On écrira le 
systéme (ä^), sous la forme (i), en laissant les ö, indéterminés dans le 
second membre. Et on chercliera a en déduire des conséquences oö ne 
figurent que des dérivées par rapport a ^1 , . . . , /^ ; pour cela, on pourra étre 
obligé de différentier d'abord les équations (i). On devra pousser les calculs 
jusqu'a ce quils ne puissent plus donner d*équations nouvelles, qui ne 
soient des conséquences de celles déjä obtenues. Dans le systéme ainsi 
obtenu figureront certaines combinaisons des di et de leurs dérivées: on 
les remplacera par des fonctions indcterminées de <| , . . . , <^ seuls. Ces fonc- 
tions indéterminées devront pouvoir étre déterminées en écrivant que le 
systéme admet une solution arbitraire (<r); de sorte que le systéme sera 
formé d'équations dont les seconds membres seront ces fonctions indé- 
terminées, et les premiers des invariants différentiels de forme entiérement 
connuo. 

Si on laisse les seconds membres indéterminés, on devra les supposer 
lies par des relations de condition, obtenues en écrivant que le systéme 
est complétement intégrable. * 
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11 est a reinarquer que, le calcul précédent étant un calcul d'éliinina- 
tion», on pourra étre amené, dans le courant de ces éliminations, a supposer 
quc certains détenninants fonctionnels sont différents de zdro. On devra 
donc, dans ce cas, reprendre le calcul a nouveau, en faisant Thypothése 
contraire, c.-ä-d. en introduisant, dans les équations du systéme (Ä), celles 
que Ton obtient en égalant a zéro ces mémes déterminants, et oii ne 
figureront plus de fonctions indcterminées. De sorte qu'un méme groupe 
(6^) peut donner, pour un méme nombre de variables indépendantes, divers 
types de systémes automorphes. 

Comme exemple, nous nous bornerons a citer celui du groupe des 
mouvements euclidiens (w=3), en supposant m= i, c.-å-d. que les multi- 
plicités considérées sont des courbes. Les équations de definition du groupe, 
mises sous forme complétement intégrable, sont du premier et du second 
ordre. On trouve deux types de systémes automorphes, contenant des 
équations du premier, du second et du troisiéme ordre. Ce sont, en dé- 
signant par x ^y ^ z les fonctions inconnues, par t la variable indépendante, 
par 5 , yj , C les dérivées de x y y ^ z par rapport ä cettc variable; et par 
des lettres accentuées les dérivées de f , ^ , C; 



(6) 



Zf » = B{t), 



et 

f 2:r = o, 



(7) 






Le secoiul convient a des familles de courbes minima; il faiit joindre aux 
équations écrites celles qu'on en déduit par difFcrentiations (ju8qu'au troi- 
siéme ordre, c.-ä-d. au second par rapport a ^ , fj , C)- 

6. Revenons sur Thypothöse faite au debut du N° 4, en supposant 
qu'au contraire on impose aux fonctions Xi , . . . , x^ de satisfaire aux rela- 
tions (JR). En vertu de ces relations, on pourra alors exprimer Xi, . . . , x. 
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au moyen d'un moindre nombre n' de fonctious inconnues, qui seront 
transformées par un groupe (6^'), isomorphe ä (fr), et ne dépendant que 
de n' variables; de sorte qu'on sera ramené a chercher les systémes auto- 
morphes relatifs \\ {G'). 

Une rcduction tout somblablo se produira si le groupe (G) n*est pas 
transitif, les invariants de (ö), d^ordre zcro, établissant cncore des relations, 
de forme connue, entré x^, . . . , ir„ . Nous pouvons donc considérer comme 
résolue la question de la construction des divers types de systémes auto- 
morphes, relatifs au groupe (G), donné par les équations de definition de 
ses transformations finies. 

Les resultats obtenus sont, bien entendu, des oas particuliers de re- 
sultats connus sur les invariants différentiels et Téquivalence des multipli- 
cités par rapport a un groupe connu. Mais il était intéressant de les 
obtenir sous une forme aussi precise que possible, et sans rien supposer 
connu si ce n'est les notions fondamentales sur les équations de definition 
des groupes. 



% II. Ue IHntégration des systémes atitovior^phes. 

7. Lie a montré ^ que Tintégration d'un systéme automorphe, dont 
le groupe associé [G) n'est pas simple, peut toujours se remplacer par 
rintégration successive de systémes mitomorplies simples^ c.-å-d. dont les 
groupes associés sont simples. 

Nous ne reviendrons pas sur la demonstration de ce théoréme fonda- 
mental. Remarquons seulement que, pour Tappliquer, il faut déterminer 
une suite normale de sous-groupes du groupe {G) associé au systéme donné, 
c.-å-d. une suite de sous-groupes tels que chacun d*eux soit un sous-groupe 
invariant maximum du précédent. Cest la un probléme auxiliaire que 
nous avons étudié, incidemment, dans un autre mémoire^: nous y avons 
montré qu*en dehors de simples calculs algébriques, la solution en peut 
nécessiter, tout-au-plus, Tintégration d*équations différentielles ordinaires. 



* Leipziger Berichte 1895, pages 285 et ss. 

* Sur la thérme des groupes continus, ^ 7. Annales de l'École normale, 
1903. 
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8. Une seconde réduction dans rintégration d'un systéme automorphe 
se présente, si le groupe (6^), associé au systéme, est imprimitif. Supposons, 
pour plus de simplicité, qu'il soit simple; ce qui, d'aprés ce qui précéde, 
n'est pas une restriction. 

Soient Xiy . . . , x^ les varial)les dépendantes. Les fonctions de ces va- 
riables, que le groupe dehange entré elles, constituent les solutions de divers 
systemes complets, invariants par le groupe, et qui, par suite, se construisent 
sans integration. Supposons que Ton ait formé Tun d'eux, qu'on Tait 
intégré, et que Ton ait fait le changement de variables dépendantes né- 
cessaire pour que certaines de ces variables : a^i , . . . , a;^- par exemple, en eon- 
stitueijit une solution. Elles sont alors échangées par un grpupe (ö^'), iso- 
morphe holoédriquement å (ö), puisque (6^) est simple par hypothése. 

Dans les équations du systéme automorphe donné (/S), transformé par 
le changement de variables dépendantes indiqué, isolons alors les équations 
ou ne figurent que les seules variables dépendantes iCi , . . . , a;^' ; elles förment 
un systéme automorphe (5"), ayant {fr) pour groupe associé. Si de plus 
on a choisi un systéme complet invariant donnant pour n' la plus petite 
valeur possible, {G') est primitif. 

Supposons {8') intégré: ä chacune de ses solutions ne peut correspondre, 
a cause de Tisomorphisme holoédrique de {G) et {G'), qu une seule solution 
de {S): c'est dire que aJ,.|.i, . . . , ic« se calculent, sans integration, au moyen 
des équations de (/S), en fonction de a^i , . . . , a;„'. 

Donc Tintégration de {S) est ramenée å celle de {S'). 

En resumé, Vhitégration de toiit systéme automorphe se ramme ä ceUe 
de systemes automorphes å groupes smples et primitifs. Gette réduction 
nécessite, au plus, Tintégration d*équations différentielles ordinaires. 

9. Il peut arriver que, méme pour des systemes automorphes ä groupes 
simples et primitifs, on puisse obtenir encore une simplification. Supposons 
en effet qu il existe un groupe (6^'), isomorphe holoédriquement au groupe 
(G) du systéme donné, et transformant des varial^les ^i , • • . , y»' en nombre 
moindre que celui des variables x^^ . , , yX^ que transformé [G). Par hypo- 
thése ^ il existe un troisiéme groupe (6'^), transformant des variables Ziy.yZ^^ 



^ Cela résulte de la definition de Pisomorphisme, telle que nous Pavons donnée 
dans notre mémoire, déjå cité, sur la thénrie des groupes ronthius (§ IX). 
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et tel que (6^) exprime la loi de transformation, par ce groupe {(r^), de 
certaines f onctions de ^i, , . . ,z/j tandis que {G') exprime la loi de trans- 
formation, par ce méme groupe {(rj, d*autres f onctions de je?i, ...,£r^. Comme, 
du reste, le type de {G') importe seul, et que Ton peut par suite le rem- 
placer, ainsi que (6^^), par un groupe quelconque qui lui soit semblable; 
comme, de plus, nous supposons, pour simplifier, {G) et {G') primitifs, 
ce que nous pouvons faire, d'aprés ce qui précéde; il nous est loisible 
d*admettre que ^i,...,^n soient certaines des variables j?!, ...,^8?^, tandis que 
Va • ' iVn' sont un autre groupe des mémas variables. Nous appellerons 
jEfi , . . . , z^' celles des variables z^^ , . . ^z^ qui n'appartiennent, ni å Tun, ni 
å Tautre de ces deux groupes. 

En vertu de ce qui a été dit, au numéro précédent, sur les systémes 
automorphes ä groupes imprimitifs, tout systéme autemorphe, ayant {G^) 
pour groupe associé, et qui comprend, parmi ses équations, celles du sy- 
stéme donné [S)^ ne contient, en plus, que des équations qui foumissent 
explicitement ^i , . . , y»' , ^i , . . . , ^« • en fonction de ^i , . . . , a;^ , des variables in- 
dépendantes ^i , . . . , C des dérivées de iz^i , . . . , a;„ , et des f onctions de ^ ,...,<», , 
encore indéterminées, qui constituent les seconds membres de ces équations. 
Il en résulte qu'elles ne peuvent entrainer aucune condition d'intégrabilité, 
qui ne soit déjä condition d *intégrabilité de {S)\ et que, par suite, on y 
peut choisir arbitrairement les fonctions indéterminées qui figurent dans 
leurs seconds membres. . La construction d'un tel systéme suppose donc 
seulement qu*on connait les équations de definition de (G^), ce que nous 
admettons en effet. Soit donc [S^ un tel systéme. 

D*aprés ce que nous avons vu au numéro précédent, Tintégration de 
(i^o)) q^ entraine celle de (a9), se raméne å celle du systéme réduit {S') 
qui définit seulement y^ , . . . , y„'. Donc Tintégration de {8) se trouve ainsi 
remplacée par celle de (6"), o ti figure un moins grand nombre de fonctions 
inconnues. * 

Donc twit systéme automorphes dont le groupe associé (G) est simple et 
primitifs est équivalent å un autre systéme automorphe, que V on peut forme)% 
relatif a un groupe quelconque isomorphe holoédriquement å {G). 



^ Les développements que nous venous de douner nous paraissent Pexplication 
d'un passage trés-peu explicite du raéraoire déjå cité de S. Lie. (Leipziger Be- 
richte, 1895, p. 29O.) 
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Ce nouveau théoréme pennet de ii'mtroduire, en définitive, que des 
systémes automorphes ä groupes simples, primitifs, et dépendant, pour une 
structure donnée, du nombre minimum de variables. 

I o. Pour achever la théorie de Tintégration des systémes automorphes, 
il resterait ä examiner séparément les systémes correspondant aux divers 
types de groupes simples primitifs. Car si Ton a affaire a un groupe {G) 
semblable ä Tun de ces groupes types (F), on pourra chercher d'abord 
une transformation qui change {G) en (7^), ce qui nécessite, comme nous 
Tavons montré dans notre mémoire sur la théorie des groupes contirms 
(§ IX), ^ rintégration d*un systéme automorphe de premiére espéce, ayant 
(r) pour groupe associé. 

Remarquons qu'il n'y a pas a se préoccuper des groupes finis; car un 
systéme automorphe a groupe fini se raméne ä un systéme automorphe 
d'équations différentielles ordinaires du premier ordre. On est donc dans 
le cas de ces systémes dont nous avons prouvé autrefois ' qu'ils s^intégrent 
au moyen d*équations différentielles ordinaires linéaires. 

Bornons-nous donc aux groupes infinis, simples et primitifs. Lie en a 
trouvé quatre grandes classes, et M. Kowalewski a montré qu*il n'y en a 
pas d'autres, pour w< 5. Il nous sera donc impossible d*épuiser la question, 
pour n> $. Nous dirons seulement quelques möts pour chacune des quatre 
classes de groupes simples trouvées par Lie. 

1°) ffrmipes ponctuels généraux, Les systémes automorphes corres- 
pondants sont ceux qui définissent un systéme fondamental d'intégrales 
<rune équation linéaire aux dérivées partielles 



w+l 



H 



(8) £^^('i>'»---'«+i)57: = ^> 

1=1 * 

ou d*un systéme complet d*équations de la méme forme: il n'y a donc 
rien de particulier ä dire sur rintégration de ces systémes, qui revient ä 
celle d*équations différentielles ordinaires, qui peuvent étre tout-ä-fait 
générales. 



* Annales de rÉcole normale, 1903. 

• Annales de Toulouse, T. VIII, H; T. X, O. 

Åtta mnthrnintira. 2S. Iiiinrliiié 1«* i» ri^vinT HH)1. 4| 
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2°) groupes pondueh les plus généraux, n*alté^anf pas les volumes. 
L'équatioii de definition nnique d'un tel groupe est 

H n'y a pas de systéme automorphe carrespondant, qui dépende de moins 
de n variables indépendantes. Ijes systémes antomorphes de premiére 
espéce ont la forme 

IJ{X^ t » . » , Xn) /./, , v 

Pour intégrer un tel systéme, on peut se donner arbitrairement les fonc- 
tions ineonnues iCi , . . . , a?„_i et x^ se détermine par une quadrature. 

Qoant aux systémes antomorphes^ dépendant de plus de n variables 
indépendantes, ce ne sont autre chose que des équations linéaires de la 
forme (8), ou des systémes complets de telles équations, admettant un 
multiplicateur de Jacobi connu. La théorie de leur integration est done 
bien connue. 

3°) groupes généraux de transformations de contact. Appelons, pour 
plus de netteté, ^, ia^i , . . . , aj,,^i , . . . ,^« les fonctions ineonnues; et considérons 
d'abord un systéme automorphe de premiére espéce; soient <i , ^ , . . . , ^2,+i les 
variables indépendantes. D^aprés la théorie de la similitude des groupes,^ 
une solution de ce systéme peut étre considérée comme définissant une 
transformation qui change le groupe general des transformations de contact 
en un autre groupe, qui lui est semblable; cette transformation change 
réquation 

H 

(9) dz—TpidXi = o 

en une autre équation de Pfaff 



(lo) ^ Ot{ti,...,t,n+i)dt, = o 



iii+i 

r 



Les d iverses autres solutions se déduisent de la premiére en y effectuant, 
sur ^ , iCi , . . . , ^n ) i^i > • • ) JP« ) lös diverses transformations de contact, c.-å-d. les 

* Voir notre mémoire: S^ir la théone (les groupes continus, § IX. Annales de 
rÉcole normale, 1903. 



Sur rintégration des systémes différentiels etc 323 

diverses transformations laissant Téquation (9) invariante. EUes définiront 
donc ä leur tour les diverses transformations qui changent (9) en (10). 
Le probléme de Tintégration du systéme automorphe considéré est donc 
identique å celui qui eonsiste a ramener Téquation de Pfaff (10) a la 
forme canonique (9) c.-ä-d. se raméne au probléme classique de Pfaff. 

L'intégration des systémes automorphes a plus de 2w + i variables 
indépendantes, d*aprés ce que nous avons vn au n° 3, se raméne au cas 
précédent. 

Mais il y a en outre a considérer des systémes automorphes dépendant 
de moins de 2w + i variables indépendantes. Leur integration se rattache 
encore a la théorie du probléme de Pfaff: mais leur étude nécessiterait 
d*assez longs développements, que nous reser verons pour une autre travail. 

4®) groupes généraux de transformations de cotitact en a?i, ..., a;,,j?|, ...,|>„. 
Le systéme automorphe de premiére espéce définit (on le verrait en ndson- 
nant comme plus haut) toutes les transformations qui changent une ex- 
pression de Pfaff 



(II) Te,{t,,...,t,,)dt, 



2n 

Z 

on une oxpression do la forme 



(12) TpidXi + dU, 



i-l 



U étant une fonction arbitraire des variables indépendantes. La recherche 
de ces transformations se rattache a la théorie du probléme de Pfaff, 
Il en est de méme pour Fintégration des systémes automorphes, relatifs 
au méme groupe, et dépendant de moins de 271 variables indépendantes. 
Cest encore un point sur lequel nous nous réservons de revenir dans une 
autre occasion. 
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CHAPITKE II. 



Sur rintégration des systémes différentiels, qui admettent 

des groupes de transformations. 

% L Un exetnple de Lie* 

1. Nous allons exposer une méthode générale, dont le but est de 
ramener rintégration de tons les systémes dijfférentiels, admettant des groupes 
continus de transformations, a rintégration de systémes automorphes. 

Nous traiterons d'abord, suivant cette méthode, Tun des exemples 
étudiés par Lie.^ H nous sera plus facile ensuite de Texposer dans toute 
sa généralité. 

Le probléme traité par Lie est le suivant: 

Exposer une» théorie générale (^integration pour les équations aux dé- 
rivées partielles du second ordre, définissant une fondion inconnue z des 
deux variables indépendantes x , y; et admettant le groupe infini dmit la 
transformation infinitésimale générale est de la fo)'me: 

f étant une fonction arbitraire. 

Lie raméne la solution de ce probléme ä rintégration d'un systéme 
en involution; c.-ä-d. å Temploi de la méthode de M. Darboux. Notre 
solution sera toute autre, et conduira å prévoir quelques simplifications 
de plus. 

2. Étudions d'abord le groupe considéré, que nous appellerons le 
groupe (6r). Sa transformation finie générale est 



z' = 



(2) X' = X{x), . - -^^^ , 

ou X{x) est une fonction arbitraire. 

* Leipziger Berichte, 1895, pages 116 et 33. 
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Les équations de definition de ses transformations finies s'en déduisent 
sans peine. On en a dabord une premiére forme évidente: 

(3) 37 = ^' 'Vx='' 

Mettons-les sous la forme de Lie, en appliquant la méthode générale que 
nous avons exposée dans un autre travail.* 

Nous introduisons deux variables indépendantes u et w^ non träns- 
formées; et nous cherchons les relations entré les dérivées de a? , j? et de 
x' , z' par rapport a ces variables. Pour savoir jusqu'å quel ordre il faudra 
pousser les calculs, nous devons mettre les équations (3) sous forme com- 
plétement intégrable; nous obtenons les équations, du i"^' ordre seulement, 

(4) 

D*oii les relations 

(5) 

ot 

dz_ 
du 

11 faut éliininer les dérivées de x\ z* par rapport a x ^ z\ co qui donne, 
d'abord les relations (5), et la relation 

dx_ 

dz z' dz du Vdz' Z dZ "I 

^ ' du Z du dX [dW Z dw] ' 

dW 

11 est inutile de continuer a employer la méthode générale, car on voit de 
suite que ces équations s^écrivent: 



dx' dx' 


z 


3«' z' 


— — 0, — — 


r % 


^-^M • 


dz ' dx 


z" 


dz Z 


dx' Z dx 


9z' 


Z dx 






• 


du Z du 


9w 


z' dw^ 


de' dx , z dz 
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dz dx Z dz 
dx dw Z dw 


dxdU Z dU^ 


dw 



< 

du 


dx 
~^du' 


.dx 

dW 


dx 
^dw' 




dx' 




dx 


I dz' 


I dz' du 


I dz 


I dz du 


z' du 


z dw ' dx' ~ 


Z du 


Z dw dx 




dw 




dw 



1 c» 



Sur la théorie des groupes continus, u^ 6. (Ann. de l'Éc. norm., 19^3) 
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et la derniére peut se remplacer, en tenant compte des premiéres, par 

D{x\z') ^ D{x,z) 
D{u , w) D(u , to) 

Ainsi se trouvent calculés les invariants différentiels fondamentaux 

^^^ du ' dw ' ~D(u,w)' 

Les équations de definition de (ö), ramenées ä la forme de Lie, sont 
par suite 

^ ^ dX dz D(z , ») 

3. Nous devons maintenant considérer z comrae une fonction de x 
et y, et chercher les équations différentielles correspondantes, qui ad- 
mettent le groupe (G). Nous emploierons ä cet effet une méthode nouvelle, 
analogue a celles qui ont été données par M. Tresse, dans sa thfese: * 
cette méthode est la base de la méthode d 'integration que nous exposerons 
ensuite. 

Employons, pour plus de commodilé, le langage géométrique. Nous 
avons å considérer une surface a, et les surfaces qui lui sont hofnologues 
par rapport au groupe {G); c.-å.d. qui en proviennent par les transforma- 
tions de ce groupe ; et a chercher les relations en ;2? , ^ , g , r , s , < , . . . 
qui peuvent convenir å la fois a toutes ces surfaces. 

Imaginons å cet effet que la surface a soit donnée par trois équations 
de la forme: 

{a) X = f{u , v\ y=g{n, v), z = 1i{u , v), 

Les homologues seront données, sous une forme analogue, par les solutions 
d*un systérae automorphe, dont le groupe associé s*obtiendra en adjoignant 
réquation y = t/' a celles des diverses transformations de {G) (puisque celles- 
ci ne transforment pas y). 

Plus simplement encore, nous servant de cette circonstance que y 
n'est pas tfansformé, il nous suffira de supposer a définie par deux équa- 
tions de la forme 

(9) x = f[u,y), z = (f{u,y)\ 

* Sur les invariants différentiels. Paris, 1893. 
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et les homologues de a seront définies d*uiie maniére toute semblable par 
les Solutions d'un systéme automorphe, relatif au groupe [G)^ qui sera de 
la forme 



(lO) 






dx 

'^r^^ 



D(x , z) 
Din , y) 



oCi a, ^,Y sont certaines fonctions de u et y, satisfaisant n la condition 
d'intégrabilité du systéme (lo), 



(II) 



da a^ _ 

dy du ~ ^' 



et dont Texpression 8'obtiendrait en exprimant que les équations (9) dé- 
finissent une solution du systéme (10). 

Il n'y aura donc qu å chercher les relations entré ^ , i> , 2 > ^' > • • • 
qui sont des conséquences de ces équations (10), et de rhypothése que z 
est fonction de x et y. Cette hypothése s^exprimera du reste par les re- 
lations 



(12) 



dx = --~du -] — dy, 
du ' dy ^' 

dz=pdx + qdy, 
dp = rdx + s# > 

dq = sdx + tdy , 



oxx du et dy sont arbitraires. 

4. Cherchons d*abord les relations du premier ordre. On a ä joindre, 
aux équations (10), les relations 



(13) 



dZ dx dZ dx , 

du ^ du dy ^dy * ^^ 



ce qui donne les équations résolues 



(14) 



dx 
du 

— 
du 



a 



a 



d^ __ft 

dz /9 , 

dy ' z ^ ^' 
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et réquation de condition: 

(15) qa — rz = o. 

On ii*eii pourrait rien tirer, si a = ^ = o, ce qui réduirait les équations 
(10) å z^=o. Gette surface particuliére est invariante par toutes les trans- 
fonnations de {G). Nous pouvons la laisser de c6té. 

Alors a est nécessairement différent de zéro, sans quöi, å cause de 
(15), on retoraberait sur le cas précédent. On peut donc écrire (15) sous 
la forme 

(.6) \ = '-; 

ce qui montre que - est nn invariant différentiM du 1^' ordre pour la fa- 

mille de surfaces considérée. 

On vérifierait facilement que, sous cette condition (16), le systéme (14) 
est complétement intégrable, de sorte qu'en le dififérentiant on n'obtiendra 
jamais de relation, indépendante des dérivées de re et £? par rapport å n 
et y, qui ne soit une conséquence de (16), et des relations qu'on en peut 
déduire par dififérentiations successives. 

Nous allons montrer que ces relations se déduiront les unes des autres 
par Temploi répété de deux parametres différentiéls. 

Supposons en efifet Tune d'elles, qui est, par hypothfese, de la forme 

(17) J{^,y,z,p,q,r,...) = H{u,y). 

Nous aurons å la différentier par rapport ä w et y; ce qui donnera, en 
tenant compte des relations (14), et employant les notations usuelles de 
différentiation totale, 

d/_aH 

'^dy~dy' 





dJ a dH 

dx z du ' 


dJ 

dx 


d'oii Ton tire: 






(18) 


idJ idH 
z dx a du 


dJ 
dy 



dH ^dH 

dy a du' 

Les deux membres de ces relations définissent les parametres différentiéls 
annoncés, sous leur double forme. 
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Nous obtiendrons par conséquent ainsi une serie illimitée d'invariants 
différentiels, avec leurs expressions au moyen de a , y? , /- et de leurs dé- 
rivées successives; en se servant de Tidentité (ii), on pourra méme ne 
laisser dans ces expressions que a , y? et leurs dérivées successives. 

Si, jusqu'ä un certain ordre >n, on a obtenu les relations distinctes: 

tous les systémes dififérentiels dont nous cherchions la forme générale ré- 
sulteront de Télimination de «^ et de y entré les équations (19), oii a et ^ 
auront été remplacées par des fonctions de u et de y. Bien entendu, il 
se pourra qu*ils ne contiennent qu\ine partie des relations provenant de 
cette élimination. 

Le cas ou ils les contiennent toutes est celui oii toutes les solutions 
du systéme difFérentiel en x ^ y ^ z ^ p , q , r , . . . se déduisent de Tune 
quelconque d 'entré elles par les diverses transformations de {(r); de sorte 
quon pourrait dire encore qu'un tel systéme est automorphe; mais il nous 
parait préférable de n^employer ce mot que dans le sens plus restreint ou 
nous Tavons employé jusqu*ici. On sait que, dans ce cas, Tordre du sy- 
stéme est limité; c.-ä-d. quil exist« un certain ordre m^ tel que les équa- 
tions d*ordre supérieur sont des conséquences des équations d 'ordre egal 
ou inférieur a w^. 

5. Tout systéme différentiel, de Tespéce considérée, sera donc de 
la forme: 

(20) J^\{Jl iJiy''iJfi) = 0. (A-1,2 p) 

Et, réciproquement, tout systéme différentiel de cette forme, pourvu qu*il 
soit complétement intégrable, satisfait évidemment a la question. 
A ce systéme on pourra associer le systéme résölvavt 

(21) Fj,{H^ , Äj, , . . , H^ = o, (A-.i,j p) 

qui sera de lui-méme complétement intégrable; et V integration du systéme 
(lonné se décomposera en: 1°) Vintégratioyi dn systéme résolrant {21); 2°) rin- 
fpgratimi du system automorphe (10). 

Äcta nmthemnticn. 28. Jinpriiué li* lo févircr 19<)1. 42 
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Telle est, en deux möts, la méthode d^intégration annoncée. L*idée 
qui nous a guide est de répartir rensemble des solutions du systérae donné 
en familles formées de solutions provenant les unes des autres par les 
transformations de (G), Cest aussi cette idée qui est, au fond, le principe 
de la méthode de Lie; mais Tintroduction des systemes automorphes nous 
permettra de préciser davantage la nature des integrations auxquelles nous 
allons étre conduits. 

Il nous reste en efifet ä étudier, de plus prés, les deux problfemes 
types auxquels nous nous trouvons raraenés. 

6. Occupons-nous d'abord de Tintégration du systéme automorphe 
(lo). On voit immédiatement qu'elle se réduit a celle de Vdquation 

^dx dX 

car on a ensuite 

du dy 

et la troisiéme équation (lo), est une conséquence de celles-lå, en vertu de 
la condition (lo). 

Donc tout se réduit ä Tintégration de Téquation différentielle ordi- 
naire, ä deux variables, 

(24) adu + y5% = o. 

7. Etudions maintenant le systéme (21). Remarquons d^abord que 
la forme de J^ ne peut dépendre du choix de la variable indépendante w, 
qui a été supposée figurer dans les formules (9), définissant Tune des sur- 
faees cherchées. Donc les i/^ sont invariants ^ par Tensemble des trans- 
formations 

(25) u'^y{n,y), y' =y\ 
auxquelles s^associent 



* Une idée analogue se trouve dans le méinoire de Lie Sur les invariants intégratar, 
Leipzi^er Berichte, 1897, pages 379 et ss. 
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obtonues en ccrivant que le systéme 

dx , dx ^ D{x , z) 

du ' dy ' D{u , y) ' 

est équivalent au systéme (lo). 

Keciproquement, toute f onctipn différentielle en <^ , y , a , iS ,—,... , 

invariante par le groupe [(25), (26)], ne dépend pas des paramétres choisis 
pour représenter la siirface a\ de sorte (|ue, quand on y aura remplacé a 

dx 

et j9, au moyen des formules (10), en fonction de o?, y, ;2f ,—,... , elle 

ne pourra dépendra que des dérivées de z par rapport ii o? et y; c.-ä-d. 
qu'elle sera devenue un invariant »/. 

Donv le systéme (21) est caracf/risé par cette propriété d'étre invariant 
par le yroupe [(25), (26)]. 

11 pourrait sembler que Ton est ramené å un probléme de la méme 
nature que le premier, et par suite que Ton va se trouver dans un cercle 
vicieux. Mais, ici, nous n*avons pas besoin de connaitre toutes les Solu- 
tions; il ne nous en faut au contraire qu*une seule, dans chaque serie de 
Solutions provenant les unes des autres par les transformations du groupe 
[(25), (26)]. Il faut donc chercher å faire ce choix, pour n'avoir pas 
d 'integrations supertiues. 

Cela revient ä chercher une forme canonique de ce systéme, satis- 
faisant a la condition précédente. On y arrive en se donnant, pour les 
expressions de deux invariants, une forme déterminée. Comme celle de 

rinvariant y est forcée, on se donnera celle du premier invariant: - . 

Posons, par exemple, 

da _d^ 

/ \ Y dy du 

27) *- = ^ =H. 

^ ' ^ a a 

liCs deux premiers invariants suivant« deviendront, en se ser vant des para- 
métres difFérentiels trouvés plus haut. 



L.!© = ., !i_é.'ii)._é 

a du a' dy a du a 
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On aurait donc pu choisir les invariants du second ordre de maniére qu'ils 
se réduisent, dans Thypothése (27), a a et y9. On verra de méme * que, 
par un choix eonvenable, les suivants se réduiraient ä trois des dérivées 

— , — ,--, la quatriérae étant liée aux autres par la relation (27). Et 

ainsi de suite. 

Le systéme (21) sera donc remplacé par un systéme complétement 
intégi"able, qui pourra étre le plus general de ceux qui förment, avec (27) 
et les équations qu'on en déduit par différentiations, un systéme compléte- 
ment intégrable. Il sera de la forme 

(28) <pA(y>^^«)i^>^) -v) =0, (A= 1. 2,. .../,) 

et de Tordre m — i, si le systéme (21) est d' ordre m. 

Cette partie du calcul conduit du reste å un systéme auxiliaire identique 
ä eelui que donne Lie; il est facile de vérifier en effet que Lie fait la 
méme suite de calculs, avec une autre interpretation seulement. 

8. Bornons-nous, pour terminer, au cas d'une équation invariante 
du second ordre. Le systéme (28) se réduira a une équation ' 

d'ou Ton pourra tirer ^9, par exemple, 

(29) ^ = ;ir(a,^,y). 

On sera donc ramené ä une équation du premier ordre Immrc 

da dy da dy 

^ ^ au = o, 

dy dadii du 



' Gela résnlte, sans calcul, d'une propriété générale des invariants différentiels : 
voir S. Lik, Leipziger Berichte, 1895, page 118. 

* Le systéme (20) se réduit å une équation de la forme 



/ q z8—pq ^_3lv o 
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c-a-d. ii Ull systéme d*équations différentielles ordinaires 

, , j du da 

(30) ^'^ = — ^ = ^ 



-- -— + au 
da qu 

On verrait ([ue riutégration se simplifie, si réquation (29) est homogéne 
ou a et /9, car alors le systeine [(27), (29)] admet le groupe a un paramétre 

L*intégration se raméne alors å celle d*une équation dififérentielle ordinaire 
du premier ordre, et ä une quadrature. 

Remarque. Si le systéme donné avait pour conséquence une relation 
de la forme 

(31) l = f^y) 

C. -a-d. 

réquation (27) serait impossible. IjOs formules (18) montrent qu alors tous 
les invariants sont fonctions de y seul. 

Cela prouve qu'il serait impossible, dans ce cas, de fixer la position 
d*un point sur une surface intégrale par les valeurs de deux invariants; 
et, par conséquent, impossible d*avoir une correspondance univoque entré 
deux surfaees intégrales liomologues. Il y a donc une infinité de trans- 
formations de [G) qui transforment Tune des surfaees dans lautre, et 
chacune d*elles admet un sous-groupe du groupe {G). La réciproque est 
vraie, sauf dans le cas oö la surface est telle que tous ses points soient 
invariants par les transformations de {G) qu*elle admet. 

Vérifions ces prévisions: une surface de Tespfece considérée est de la 
forme 

^ = ^(rr).;f(y), 

et admet le sous-groupe a un paramétre dont la transformation infinité- 
simale est 

1 af i{^\x) dF 
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Quant a rintegration de (21), elle se réduira å celle d*uiie équation diffé- 
rentielle ordinaire donnant la fonction f{y), On pourra satisfaire ensuite ä 



a 
en prenant, par exemple 



? = f{y) 



et les équations (10) donneront 
c.-ä-d. puisque d{ii) est arbitraire 

Il serait, bien entendu, iminédiat d^intégrer 

mais il était intéressant de montrer que la méthode n est en défaut que 
quant ä la simplification du systéme résolvant (21). 



§ II. Autre exemple. 

9. Nous considérerons encore le groupe (6^), dont la transformation 
infinitésimale générale est * 

c(^)| + f'(^)^-J^-^-)4^ 

et dont la transformation finie générale est 

x'=^X{x), i/^yX'{x), ^' = '> + y^- 

Et nous voulons étudier les équations aux dérivées partiell es en x , y y z, 
^> ,(/,/',... , et les systémes de telles équations, qui admettent ce groupe {G). 
Appliquons la méme marche que dans Texemple précédent. 

^ Ge groupe a été cousidéré par M. Medolaghi. Anuali di Matematica, 
1898, page 229. 
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Nous cherchons d'abord a définir Tensemble des surfaces homologues 
d*iine surface déterminée, supposée définie par trois équations 

X = f{n , r), y = //(w , v), z = h{v , v), 

Cela revient ä chercher les systémes automorphes correspondants. Nous 
déterminons d'abord les invariants difFérentiels de (^r), en considérant x ,y ^ z 
coninie fonctions des deux variables u , v non transformées. On trouve 

idx idx 1 fdij dx \ I ra.v dxl 

ydu ^ ydv ^ y \_dn du \ ' ?/ \_dv dvs 



ir D{x,z) z />(«?, y) I . 
y iMn . v) y D(u , v)\ ' 



et ceux qui s'en déduisent par différentiations successives. La forme des 
systémes automorphes correspondants sera donc 



(32) 



I dx 

ydu 




I -dy 
y\du 


-e-- —B, 

duA ' ' 


I 9x , 
ydv 




y .3» 


,'*' Ä- 

-%.. --•'^• 


VD(u, 


v) 


z D[x 

y* ö(« 





ce qui sMcrit, en résolvant 



(33) 



5* 9'/ / . /A 



9 a 



9.e 



ai; 



: = «y) 



3 (C 



«?„-«'£ =(«/5'-/9«')^ + r; 



at; 



du 



et on trouve, comme conditions d^int^g^rabilité, 



134» 






a/9 a/9' , 
dv du ^ ' 
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I O. Nous calculons maintenant les équations invarlantes cherchées, en 
adjoignant aux équations (33) les suivantes 



dz dx , du 



du 



du 



du 



dz dx dff 

äv ~~ ^^ är "• ^ äy ' 



c.-ä-d. 



(35) 



du 



dz 



= y[^{p + q^) + ^ql ^ = y[Ap + q^^) + ^ql 



Éliminant les dérivées par rapport a w et v\ et, écartant le cas singulier 
ou a/? — fia' serait nul,^ il vient 



(36) 



qy—^ = zi 



«,? — ^«' 



Et on montrerait, comme dans Texemple précédent, que tous les autres 
invariants différentiels doivent s'en déduire par différentiations successives, 
au moyen de paramétres différentiels. Calculons ces paramétres différentiels: 
nous partons ä cet effet de Tidentité 



da 



'^(^»y,^,;^?,>•, •••)=--"^(«)/5, •••, ^, ••• ) 



du 



et, en la différentiant, nous obtenons 






9H 
9m ' 

dH 

du 



iVoh on tire les paramétres différentiels équivalents 



(37) 



^'-^-fi'" 



/dJ , dJ\ du dV j . rr\ 



dJ 

yäy 



dE 
a — 
dv 



a 



,9a 

9u 



afi: — fia' 



= B{H). 



D(x , y) 

* Dans ce cas, on aurait, d'aprés les équations (32), r=r- r = O, et ce serait 

D{u , V) 

en contradiction avec Thypothése que x et y sont deux variables indépendantes. 



Sur Pintégrntion des systémes différentiels etc. 



337 



Les seconds niembres des relations ainsi obtenues sont aussi des invariants 
dififérentiels. En efifet, ils ne doivent pas changer de valeur quand on fait 
sur u et v un changement de variables queleonque 



(38) 



tt = fp(« , v)j v — (/f{u , v). 



Or, par ce changement de variables, le systéme (32) garde sa forme, les 
seconds membres étant remplacés respectivement par les fonctions a , ^ , 
gT,^,/- de UyV, définies par les formules 



(39) 



3« , -dif, 

«--- + «',■ = 
9m du 


= a, 




3» 3» ' 




-/*. 




i'f.+ri-?. 


i 




v) 


= r- 



On a donc a considérer le groupe [(38), (39)] 
jusqu'au premier ordre sont 



Ses invariants différentiels 



(40) 



}\Vv~d~uy 



I 
r 



dv 



dl 

du 



-(a/y -/?«'); 



c. -a-d. les expressions qui interviennent seules dans les conditions d'inté- 
grabilité (34), et la valeur de Tinvariant (36). Il était du reste evident 
que les conditions d*integrabilite de (32) devaient étre invariantes par le 
groupe [(38), (39)]. 

Nous supposerons que Ton remplace partout y par sa valeur, tirée 

de (34) 

^ " dv au ' 

On pourra alors abandonner la demiére des équations (39); et les in- 
variants différentiels seront seulement 



(41) 



aa' 

du 



da 

dv 



aa' 

dn 



dj 

dv 



a^ — fia' ' aP^-pa' 



— [dont le premier est egal a un, d 'apres (36); tandis que le second est 
réquivalent de Tinvariant {qy — z)\ — ; et ceux qui s'en déduisent par lemploi 
des paramétres différentiels qui sont les seconds membres de (37). Nous 
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n'auroiis å considérer que ceux qui proviennent ainsi du second des in 
variants (41), les autres étant tous identiquement nuls dans la question. 

II. Nous obtenons donc une suite d^identités de la forme 

(42) e7,(rc,y,^,i),g,r,.,.) = 5,(a,^,a',^,^,...), 

dont (36) est la premiere. Tout systfeme répondant ä la question sera de 
la forme 

(43) Fh[J\ , *^8 > • • • , *^;i) = o. (A-l,« v) 

Et pour Tintégrer, nous le remplacerons par le systéme résolvant formé 
de la premiöre des équations (34), et du systéme 

Ce systéme résolvant intégré, on devra intégrer ensuite le systéme auto- 
morphe (46). 

La réduction de Tintégration du systéme résolvant se fera suivant la 
raéthode suivie au n° 7. Nous poserons, par exemple, pour le premier 

des Ujt 

d£ dft 

/v du dn 

(45) ^-r^«^ = «i 

et les sui vants se réduiront alors ä 

a' ff 



Comme on le voit en appliquant å Tidentité (45) les operations A{F) et 
B{F), Nous poserons alors 

(46) -^;f3^' = ^'5 

de sorte que deux des invariants H^, de Tordre suivant, se réduiront ä 

— fi a 

On, voit donc que quatre des invariants se réduisent, en vertu des hypo- 
théses (45) et (46), a quatre fonctions de OL,p,a\[f indépendantes. On 
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aurait donc pu les remplacer par des combinaisons de ces invariants qui 
se seraient réduites précisément a a,^,a',y5'; et les sui vants se réduiraient 
ä des combinaisons de a,y9,a',/9' et de leurs dérivées, d*ou pourraient 
se tirer toutes ces dérivées. Le systéme résolvant sera ainsi réduit au:^ 
équations 

~ — — 4-ai9'- 



(47) 



du 



du 



/?«' = o, 



'^-!? + «(«/5'-y9«') = o. 



dv 



du 



a' + v{al3' — fia') = O, 



jointes a un systéme qui peut étre le plus general de ceux qui, associés 
a ces équations (41), constituent un systéme complétement intégrable. Un 
tel systéme n'admet plus aucunc transformation en a,y9, a', /?, w, v. Il 
ne présente donc plus rien de particulier, au point de vue de la théorie 
des groupes. 



10. Il nous reste ä étudier Tintégi^ation du systéme (33). EUe est 
immcdiate; x se détermine d'abord par Téquation 



,dx dx 

a a— =0, 

du dv 



c.-ä-d. en intégrant Tcquation diflFérentielle ordinaire 

adu + 0L'dv = o. 
On a ensuite, sans integration nouvelle, 



idx i dx 

^ ~ adn "" adv^ 



alydu ^J alydv ' J 



13. Considérons, par exemple, le cas d'une seule équation du second 



ordre 

(48) 



P(Qy — 2, (sy —p)y + ty^e , ty*) = o. 



On obtiendra, pour adjoindre aux équations (47), la seule équation 



^'(«.«/'^«"«)=o. 
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å'oh on tiröra 

(49) p: + f{u,v){a^—fia') = o. 
ön trouve alors, par un calcul facile, 

' V ' V v 

La seconde des équations (47) se réduit ä une relation de la forme 

ff{u , v)a + h{u , v)a' — ^ = o, 

d*o{i on tirera, par exemple, a' en fonction lincaire de a, qui sera, par 
conséquent, déterminé par nne équation linéaire 

^ + M{u ,v)^ — F{u,v)a—Q{u,v) = o, 

c.-a-d. par Tintégration du systéme 

, v , du da 

(50) rf^ = 



M{u , v) P(ti , v)a + Q(u , v) 

On a done a intégrer une équation différentielle ordinaire a deux variables, 
I* et t;; puis a effectuer deux quadratures. 

Bemarque. Dans certains cas particuliers, il deviendrait impossible 
de poser des équations de condition analogues ä (45) et (46). C est dans 
le cas oix les surfaces cherchées vérifient une relation de la forme 

(51) qy — z = constante, 

ou deux relations de la forme 



(52) 



{sy —p)y + ty^z = F{qy — •?), 

ty* = G{qy — 2). 



Dans le second cas, ou peut encore faire le changement de variables partiel 
tel que Ton ait Tidentité (45). Et les équations (52) donneront 



F{u)' I F(«) Pin)' 
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et, en portant ces valeurs dans (45), il vient, en ccartant la solution 
a' = o, qui raménerait ä Tautre cas singulier, 

■ 

— (y 4. „F 4- FG' — GF' = o, 

qui est la condition d 'intégrabilité du systérae (52); a et a' sont donc 
assujettis å la seule condition 

9a da , a 
dv du ^ F 

Comme le choix de la variable v est encore arbitraire, ou prendra, par 
exemple 

a' = rp*^ ^, a=x{^)^ ^j Cf(*') arbitraire), 

et rintégration du systéme (33) se réduira ä celle de 

vdv -{- )({u)du = o 

c.-ä-d. a une quadrature. 

Quant a lautre cas singulier, Tint^gration est immédiate. 

Los singularités prccédontes tiennent encore ä la nature mémc des 
choses, et non ä la méthode cmployce. Los intégrales du systéme (52) 
admettent chacune un sous-groupo de (ö), a un paramfctre; et celles de 
réquation (51) admettent un sous-groupe a deux paramétres. 



§ III. Méthode générale dUntégvatlon. 

14. Le caractero general des raisonnements faits dans les exemples 
précédents ost manifeste. Nous allons exposer maintenant comment ils 
constituent en effet lo principe d'une méthode générale d 'integration des 
systémes différentiels admettant des groupes, tinis ou infinis, de träns- 
formations. 

Soient a:, , — , a;„ los variables indépendantes, z^^ , , , ^ z^ les fonctions 
inconnues; (A) la systéme donné; et {G) le groupe que ce systéme admet. 
lios équations [A) dépendent de a^i , . . . , a;, , de ^1 , . . . , ^, et des dérivées 

dx{' . . . dx^ 
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Le groupo (G) transformo eutre elles toutes les variables a;i , . . . , x^, 2iy..,,z^. 
Nous indiquerons plus loin les siraplifications a apporter a la méthode si 
certaines de ces variables étaient invariantes par le groupe ((?), mais, mémo 
dans ce oas, ce que nous allons dire s'appliquerait encore. 

Cbacune des sblutions de {A) représente une multiplicité ilf, å m 
dimensions, de lespaee å m + q = 7i dimensions. Désignons, pour plus de 
netteté, par ^i . . .y„, les eoordonnées d'un point quelconque; cela revient 
å poser, par exemple, 

(53) ^1 = J^i ) • • • ) ^« = y« ) -^^l = Vm-k-X J • • • ) ^q^^Vn- 

La multiplicité M peut étrc rcprcsentée aussi par des équations 

oii ^i , . . . , <m sont des variables nouvelles, que nous supposerons n'étre pas 
transformées par le groupe {G)\ et nous représenterons les dérivées des y^^ 
par rapport aux /^ V^ ^^ notation . 









Nous allons chercher å répartir les solutions M de {A) en familles de 
multiplicités homologues les unes des autres par rapport aux diverses 
transformations de {G). Une telle famille de multiplicités 3f, supposées 
définies par des équations de la forme (54), est donnée, dans le oas general, 
•comme on Ta vu au chapitre précédent, par un systéme automorphe 

(55) U.{j/i , . . . , y« , . . . , yi^'-^-> ,...) = ^,(<i, . . . ,0- ('-»•« '»> 

Les premiers membres de ces équations (54) sont entierement connus, car 
ils se déduLsent das équations de definition des transformations finies du 
groupe ((t), équations qui se déduisent elles-mémes sans peine des équa- 
tions (A) données; les secönds membres seuls dépendent du systéme par- 
ticulier de multiplicités M détini par les équations (55). Ce sont donc 
ces fonctions 0, que nous allons prendre pour inconnues auxiliaires. 

Elles satisfont d*abord aux conditions d'intégrabilité du systéme (55). Soit 

(56) V')[0i , . . . , Öp, . . . , ^ , . . .j = o, 0-1.7 p) 
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ces conditions d'iiitégrabilité. A ces équations se joindront celles qui pro- 
viendront des équations (Ä) données. 

Pour les former, nous nous servons de ce que, dans le cas general, 
ces équations (A) sont des relations entré des invariants différentiels de 
{G), Soit donc 

(57) «^(^l ? • • • > ^m? ^1 ) • • • I ^9 ) • • • I ^ ' " *" > • • •) 

un tel invariant différentiel. Imaginons qu'on y fasse le changement de 
variables défini par les équations (53) et (54): il prendra la forme, entiére- 
ment cxplicite, 

et, si on suppose ensuite qu'on y remplace yi , . . . , y« par une solution du 
systöme (55), cette fonction J deviendra une fonction iy(<i ,...,'«) bien dé- 
terminoe. Or J est un invariant de (6^); dans les mémes conditions que 
les f/,; de sorte que Téquation 

(59) /(yi , . . . , y« , . . . , ifi'-'^-^ ,...) = 7(^1 , • . • , O- 

admet non seulement la solution M de (55) considérée, mais toutes celles 
qui s'en déduisent par les transformations de (ö^), c.-ä-d. toutes les Solu- 
tions du systéme (55). 

Cjtte équation (59) est donc une conséquence algébrique des équa- 
tions (55) et de celles qui s'en déduisent par différentiations (si J est 
d'ordre supérieur aux C/,). Donc, en se servant du théoréme general d'al- 
gébre qui nous a déjä servi dans un autre travail,* on voit que tj se cal- 
culera rationnellement en fonction des 6^ et de leurs dérivées, sans avoir 
ä connaitre les expressions de ces fonctions; c.-ä.d. qu'on obtiendra, dans 
les conditions supposées, une identité 

(60) e/(a;,,..., a;^, ;?,,...,;?,,..., 0^-••••«-^..O = //(ö,,. .., öp, ..^Ö?'^ 
ou on pose, pour abréger, 

ol\ • • • 9ifii 



* Sur la théorie de Galois et des diverses yénét^alisaiions, N° 5. Annales de 
rÉcole normale, 1904. 
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En faisant ce calcul pour les divers invariants «/, , J^ , . . . , *^ ^^ figurenfc 
dans les équations {Ä)^ on obtiendra done des fonctions équivalentas 
Ä, , fij , . . . , If^ ; et les équations {Ä) seront transf ormées, par lä-méme, en un 
systéme {B) de relations entré Ä, , Ä, , . . . , jy,^ . Les équations de ce systéme, 
jointes aux eonditions d'intégrabilité (56), constituent le systéme résolvant 
{C) que nous nous proposions d'obtenir. 

15. Étudions ce systéme résolvant {C). Il présente, tel que nous 
Uavons formé, cet inconvénient, qu'une méme famille de multiplicités M 
homologues sera donnée par une infinité de solutions du systéme (6^. 
Cherchons, en effet, la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
systémes (55) définissent la méme famille de multiplicités M; écrivons, 
pour plus de netteté, le second de ces systémes 

(61) U,{y, , . . . , y„ , . . . , t/;^«-^-\ . . .) = ^i(^I , • • . , 4), (-i.»,....p) 

en changeant le nom des variables indépendantes. Les équations (54) 
étant celles d'une solution de (55); il devra y avoir une solution 

(62) yt = fk{t\,"',Qj (*=^5 «) 

de: (61), qui représente la méme multiplicité M] et cela suffira, puisque 
les autres multiplicités intégrales de (55), ou de (61), se déduisent de 
celle*lå par les transformations de {G). Or la condition d'identité des multi- 
plicités (54) et (62) est qu*il existe une transformation 

(63) ti = fPi(<i , . . . , 0> (»"^« "•> 

qui change les fonctions (62) dans les fonctions (54), respectivement. Mais 
oette méme transformation change alors toute homologue de (62) en une 
homologue de (54), puisque les transformations de (G) ne portent que sur 
yi > • • • ? y» öt non sur les paramétres / ; de sorte que la condition cherchée 
est quil existe une transformation (63) par laquelle le systéme (61) de- 
vienne le systéme (55). 

Ce premier point acquis, raisonnons comme au n° 7 de notre mémoire 
sur la théorie des groupes.' Les fonctions U, sont des intégrales d'un 



* Sur la théorie des groupes contintts. Annales de TÉcole normale, 1903. 
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systéme complet, dont las équations ont pour premiers membres les pro- 
longements de certaines transformations infinitésimales de la forme 

(64) S7*(yi)---)y»)^ 



km»l 



3y* 



Ce systéme complet admet par eonséquent toute transformation infinité- 
simale de la forme 

(65) S*i(«i,-..,0^> 

prolongée dans les mémes conditions; puisque le crochet des transforma- 
tions (64) et (65) est évidemment nul. Ce qui revient a dire que le sy- 
stéme complet considéré admet tout^ transformation de la forme (63). 
Donc, par cette transformation, en posant, pour abréger Técriture, 

U', = U,(y, , . . . , y„ , . . . , y;^»-''"^ ,...), (*=i.«,....P) 

on aura des identités de la forme 

Z7; = P,( J7i , . . . , C/'^ I . . . , jp(^>-*-) ,...); (-!.« p) 

ou, suivant nos notations, 

ft - \ 3^1+-+^" ^,- 

wt\ • • • vTfn 

La condition pour que les systémes (55) et (61) définissent la méme fa- 
mille de multiplicit^s M homologues est donc que les fonctions 0', soient 
liées aux fonctions ö, par les relations 

(66) Ö; = PXffi , . . . , Ö^ I . . . , ^J^»-^^ ,...), c-i.» p) 

associées aux relations (63); les ^^ étant des fonctions quelconques. Les 
équations [(63), (66)] définissent un groupe infini, isomorphe au groupe 
ponctuel general a tn variables: on connait Timportance de tels groupes 
dans la théorie générale des groupes de transf ormations. ^ 



' Voir, par exemple, le mémoire cité N° 7, ou on trouvera les indications biblio- 
graphiques sur ce sujet. 

Äeta mathematiea. 28. Iniprimé le 18 avril 1901. 44 
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Le systéme (C) est donc un systéme invariant par ce groupe infini 
[(63), (66)]; et une méme famille de multiplicités Jlf homologues est donnée 
par les diverses multiplicités 6 

(67) Os = ffsi^l > . • . , O) ('-l'« P) 

qui sont elles-mémes homologues par rapport ä ce groupe [(63), (66)]. 



16. Nous allons essayer de ne prendre qu'une seule multiplicité 
dans chacune des familles de multiplicités 6 homologues, données par le 
systéme (C). Si nous réussissons, la répartition des multiplicités M en 
familles de multiplicités homologues sera obtenue. 

Considérons une multiplicité ilf, représentée par les équations (54), 
Par le moyen de ces équations (54), tout invariant J de ((?) devient une 
fonction 3y(<i , . . . , ^»,)> ©t Tidentité (60) lui fait correspondre une équation 

(68) n{0, , . . . , ö^, . . . , e-^-\ . . o = 7(^. • • • , o, 

a laquelle conduiraient aussi, comme nous Tavons vu, toutes les multipli- 
cités homologues de M. Du reste H, provenant de Tinvariant J, qui 
est indépendant du choix des paramétres t, est un invariant du groupe 
[(63), (66)]. Si donc on fait un changement de paramétres t, la relation 
(68) se transformera en celle qu*on obtient en faisant simplement ce change- 
ment de paramétres dans la fonction tj. 

Si donc rinvariant J n'est pas une constante (en vertu des équations 
{Ä))y on peut choisir les paramétres de maniére que le second membre de 

(68) soit une fonction arbitraire de ^1, ...,^m- Et, plus généralement, si 
on peut trou ver A invariants «/, , «/, , . . • , «/a j q^i ^^ soient lies par aucune 
relation (en vertu des équations (^)), on pourra supposer les paramétres 
tellement choisis que les f onctions Sj , JET^ , . . . , Ä^ , équi valentes a ces in- 
variants par le calcul du N° 14, soient égales å Å fonctions arbitraires, 
indépendantes, de ^ , . . . , <„• 

Le cas le plus avantageux est celui ou X = m, On pourra alors 
associer au systéme (C), en vertu du raisonnement précédent, les équations 
nouvelles 

(69) ^,(^1 , . . . , öp , . . . , ^/' -'-^ ,...)== *i'y (»-1.».....») 
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et, comme leurs premiers membres sont invariants par le groupe [(63), (66)], 
il est visible qu'elles ii'en admettent plus aucnne transformation. 

Donc deux Solutions du systéme résolvant [(C), (69)] donneront 
toujours des systémes automorphes (55) foumissant deux familles, difiEé- 
rentes de multiplicités M homologues. La separation de ces familles de 
multiplieités est ainsi obtenue. On pourrait, naturellement, remplacer les 
seconds membres des équations (69) par m fonctions indépendantes quel- 
conques de ^j , ...,C- cöla serait sans influence sur la nature des integrations. 

Le systéme [((7), (69)] n'ofifre plus rien maintenant de particulier si 
ce n'est de contenir les conditions d*intégrabilité du systéme (55) et les 
équations (69). 

Dans le oas oti A est inférieur a m, on ne pourra écrire que X<m 
équations de la forme (69); et la méthode n'est plus aussi avantageuse. 
Mais on prévoit, par ce qui s'est présenté dans les exemples précédents, 
qu'il se produira, dans ce cas, d*autres simpliiications pour lesquelles il 
parait difficile de donner des régles générales et precises. On devra chercher 
des équations différentielles auxiliaires nouvelles en ^1, ...,Cöp, ...j^i^^^^-^ ..., 
qui achévent de déterminer le choix des paramétres, pour chaque multi- 
plicité M\ de maniére å réduire au minimum le degré dmdétermination 
du systéme résolvant, comme nous pouvions le faire d'emblée dans le cas 
A = m, 

17. Nous concluons, en resumé, que notre méthode fournit, au moins 
dans le cas general, la réduction de Tintégration du systéme {Ä) aux detix 
probléfties suivants sticcessifs. 

1°) integration du systéme résolvant [(C), (69)]. Comme il définit les 
familles de multiplicités M homologues, la difficulté de Tintégration de ce 
systéme peut étre quelconque, {Ä) étant Tun quelconque des systémes diffé- 
rentiels de Tespéce considérée. 

2°) integration du systéme automorphe (55). Nous avons rappelé au 
chapitre précédent, les diverses réductions possibles, pour de tels systémes. 

Eemarquons que nous avons écarté le cas oti le systéme [Ä) con- 
tiendrait des équations invariantes, qui ne seraient pas des relations entré 
invariants; il est visible que, dans ce qu*elle a d'es8entiel, la marche géné- 
rale indiquée s'appliquerait encore a de pareils systémes. Il n'y a, en 
réalité, de changé que la forme du systéme automorphe a introduire. 
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1 8. Les calculs, nécessaires pour former le systéme résolvant (C), 
seront simplifiés, comme on Ta vu dans les exemples traités, par la re- 
cherche généralo des invariants équivalents du groupe {G) et du groupe 
[(63), (66)]. La méthode ä suivre sera la sui vante: 

Nous partons des équations (55), et nous leur adjoignons les relations 
identiques, fournies par les régles du calcul différentiel, entré les dérivées 
des z par rapport aux x et les dérivées des y par rapport aux t: ces rela- 
tions devant étre prises jusqu'ä Tordre maximum des dérivées figurant 
dans les équations (35). Soit (A) ce systéme de relations. Si entré les 
équations (55) et les équations (A) on peut éliminer toutes les dérivées 
par rapport a ^, les équations résultant de cette élimination seront séparé- 
ment invariantes par rapport au groupe {G) et au groupe [(63), (66)]; 
elles seront donc des relations entré certains invariants de ces deux groupes. 
Comme, du reste, on ne doit pouvoir en tirer aucune relation, non iden- 
tique, entré des invariants d'un seul de ces groupes, elles pourront se 
mettre sous la forme 

(70) J^{x^ , . . . , a;„ , ^1 , . . . , 2?^ , . . . , ^^•••^\ . . .) = H^{Oi , . . . , ö^); (A-i,2....,er) 

oii les premiers et les seconds membres sont des invariants des deux 
groupes considérées, respectivement. 

Si Ton faisait les mémes calculs, en adjoignant aux équations (35) 
celles qui en résultent par différentiation jusqu*å un ordre quelconque, 
ce qui précéde subsisterait, sauf qu'on pourrait, en plus de relations de la 
forme (70), trouver des relations oti ne figureraient que des invariants du 
groupe [(63), (66)] (et qui appartiendraient aux conditions d*intégrabilité 
du systéme (35)); et méme des relations, qui seraient des équations in- 
variantes pour ce groupe (et qui seraient encore des conditions d*intégra- 
bilité). 

H résulte des raisonnements faits au n° 14 que Ton obtiendra par 
cette voie tous les invariants du groupe (6r), avec leur expression équi- 
valente en invariants du groupe [(63), (66)]. 

On trouvera aussi tous les invariants de ce demier groupe; car, quand 
on transforme un tel invariant, en y remplafant les 0, par les valeurs (35), 
on obtient un invariant de {G), qui ne dépend pas du choix des t, c.-ä-d. 
qui est une fonction de iz^i , . . . , o;^, ^1 , . . . , j?^, . . . , ;g?^"» •''"^ ,•••)> ^ moins qu'il se 
réduise ä une constante. Dans le premier cas, Tinvariant considéré, étant 
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réquivaleiit cVun invariant de {G), de la forme considérce, s^obtient, d*apres 
CO qui précéde, par le calcul indiquc. Dans le second oas, on a obtenu 
une condition d'intégrabilite du systeme (35), et lo calcul indiqué doit 
encore la fournir. 

19. On pourra aussi simplifier les calculs par Temploi de paramétres 
différentiels. 

Soit Å Tordre minimum jusqu auquel il faille différentier les équations 
(35) pour obtenir effectivement des relations de la forme (70). Et soit 

Tune quelconque de ces relations, de Tordre A, ou d'un ordre supérieur: 
c'est toujours une conséquence des équations (35) différentiées et des équa- 
tions (A), poussées jusqu'a Tordre nécessaire. Et il en est de méme des 
relations qu on en déduit par différentiation 

Jointes aux équations (A), et (35), différentiées jusqu*ä Tordre A, ces rela- 
tions fourniront, en plus de formules d'équivalence des invariants dordre 
Xy m relations de la forme 



(71) ^/( ^1 j • • • j ^1 ) ' ' ' j ^i^'" " I • • • I ^ > • • • 5 ~- ' 



dJ dJ\ 

dxj 



— A (e ^^'"'^^ — —\ 



(/-l,2,...,m) 



qui donneront, sous leur double forme équivalente, les paramfetres diffé- 
rentiels annoncés. 
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SUR UNE EXTENSION D'UN THÉORÉME CLASSIQUE 

DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 

PAR 

E. PHRAGMÉN 

å STOCKHOLM. 



On sait le r61e fondamental que joue, dans la théorie élémentaire des 
fonctions analytiques, le théoréme qui dit qu'uiie fonetion entiére est né- 
cessairement nne constante, si, en valeur absolue, elle reste partout in- 
férieure å une quantité donnée. 

En me servant des propriétés de Texpression analytique bien connue 
indiquée par Laplace et Abel, et appliquée avee tant de succés par 
M. PoiNCARÉ et M. BoREL a rétude de plusieurs problémes difiEiciles, je 
suis arriyé a une extension assez remarquable de ce théoréme. 

Pour faciliter Texposé de mon resultat je démontrerai successivement 
six théorémes. Le premier de ces théorémes s'énonce ainsi: 

Théoréme I. Soit F{x) une fonetion entiée satisfaisant aux deux con- 
ditions suivantes: 

1° |F(a;)| < Cj^l'** pour les points x situés ä Hmtérieur d^un certain 
angle^ Vexposant k et le grandmr a de Vangle étant (issujettis ä la co7idition 
ka < tt; 

2° |2*^(a;)|<(7, pour tous les autres points x (6\ et C, désignant 
deux constantes). 

Cette fonetion F{x) ser a néeessairement une eonstante, 

Pour la demonstration nous pourrons supposer que Tangle considéré 
ait son sommet a Torigine et qu*il soit orienté de maniére que Taxe réel 

Ada matkåmmHem, 28. Imprlmé le 18 vnil 1904. 
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des X coincide avec sa bissectrice. Choisissons alors \> k mais tel qu'on 
ait encore 

et considérons Tintégrale 

o» 
O 

Taxe réel positif étant pris pour chemin d 'integration. 

La convergenee de cette intégrale étant meilleure que celle de Im- 
tégrale 



(2) ni ^-L-«*Mx|»J 



ou de rintégrale 




da 



oo 



(3) Cj\e-'da\, 

O 

il est evident que notre intégrale eonverge uniformément dans tout domaine 
fini et que, par conséquent, elle représente une fonction entiére de x. 

Or, on démontre aisément que cette fonction entiére reste partout 
inférieure, en valeur absolue, å une certaine constante. 

Remarquons, en effet, qu'on peut, sans changer la valeur de Tinté- 
grale, choisir pour chemin d'intégration au lieu de Taxe réel positif, une 
demi-dröite infinie quelconque issue de Torigine et faisant avec Taxe positif 
un angle aigu. En effet, cela se démontre immédiatement en comparant 
avec les intégrales (2) et (3). 

En po^ant maintenant 

X = re^', a = pe^' 



on aura 



et on pourra aisément choisir de maniére que |^|<- et que, en méme 
temps, f + TT soit, en valeur absolue, supcrieur ou egal ä ^ , c'est-å-dire 
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1 

de maniére que le point a*» x ne soit pas situé å rintérieur de Tangle 
donné. En effet, si 

|<kl<^. 

on fera ö = o, et si | ^ | < - on choisira O de méme signe que tp et tel 



qae |ö| = Ä;,( \'F\\- ^^ *^^* alors 



V 



(y'x)|<c. 



et par conséquent 

" cos 



|</>(a;)|<C,/|.-''rfa|<-^. 



La fonction ^{x) sera donc nécessairement une constante. 

Or, on en conclut immédiatement que la fonction F{x^ est elle-méme 
une constante. 

En effet, puisque Tintégrale (i) converge uniformément en tout do- 
maine fini, on sait que, en écrivant 

et en faisant 



oc 



c - 

0x = Fx I «*' e~'da, 

t. 

O 

on a 

(l)[x)=- Tx(P,,x\ 

Or, puisque nous avons démontré que 0^ = o pour / = i , 2 , 3 , . . . il 
s'ensuit Fx = o pour A = i , 2 , 3 , . . . ; et par suite 

F(x)=^Fo=0o^ 

c. q. f. d. 

Pour mieux apprécier la portée du théoréme que nous venons de dé- 
montrer, il se recommande de le transforraer dans le théoréme suivant: 

Aeta wathematioa. 28. Imprimé le 18 avril 1901. 45 
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Théoréme II. Soit Fix) une fonction entiére satisfaisant atix deux 
comlitions suivantes: 

1° |F(ir)| < Cjér*'** poiw tons Jes points x appartenant a un certain 
angh A de grayidetir a, Vexposant k satisfaisant d la condition ka < tt. 

2° I F{x) I < C\ pour tons les points x appartenant ä V un au Vautre 
de dem' ayuiles B^ et B^ contigtis de cbté et d'autre ä Vangle A, 

{C\ et (\ désignant deux eonstantes). 

CeJa pose, on anra nécessairement^ tant qne x reste compris dans 
Vangle A 



Um ^(^) 



jxl^oo (logxY 



= O. 



Vexposant jS étant choisi supérieur ä Vnnité. Cette expression convergera 
uniformément vei^s sa valeur limite, 

Pour démontrer ce nouveau théoreme il suffira d'6tudier Tintégrale 



w hf^ 



z) dz 



z (log ^y 

L 



Nous formerons le ehemin d'intégration des parties infinies de deux demi- 
droites issues du sommet des angles A , B^ , B^ — nous supposerons que 
ce soit Torigine — et eomprises dans Tintérieur des angles B^ et B^ respec- 
tivement, et d'une partie de cireonférence les reunissant. 




Il est clair que cette intégrale convorge quel que soit x pourvu seule- 
ment cjue x ne soit pas situé sur le cherain d' integration. H est clair 
aussi que la valeur de notre intégrale ne varie pas si on change le ehemin 
d* integration, pourvu que ce ehemin reste conforme aux indications données 
ci-dessus, et que le point x reste toujours du méme cAte du ehemin d*in- 
tégration. 
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Notre intéjjrale définit donc deux fonctions analytiques, soit F^[x) 
et F^{x)y selon que x est situé du méme coté que Torigine ou de lautre 
eoté par rapport au chemin d 'integration L. 

On a donc, pour x situé ä Tintérieur de Tangle formé par la réunion 
des trois angles A y B^ ^ B^^ 






X (log zf ' 



^■^^^) J z^x{\ogzy 



si Tarc de circonférence qui entré dans le chemin L^ a un rayon supérieur 
å |ir| et celui qui entré dans L^ un rayon infcrieur ä |a;|. 

Il s'ensuit, si x appartient a rintérieur de Tangle [B^^ + ^ + ^3) 



f\{x)-F,{x)= I 



F(z) dz 



J z — x (log 2)-' 



K étant le chemin d*int€gration indiqué dans la figure 




c'est-å-dire 

(5) ^^-^^'^ = ^- 

Jja fonction F^{x) est régulicre dans tout domaine fini. Cest donc 
une fonction entiére. 

Or, cette fonction satisfait aux conditions posées dans le théorcme I, 
si langle nommé dans ce théorcme est formé de deux demi-droit^s situées 
dans les angles B^ et B^ rcspectivement, et choisies de maniere que Tangle 
»j inclus par elles satisfasse ä la condition 
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On a évidemment, en effet, 

(6) limi<;(a;)=o, 

tant que x reste extérieur å cet angle ou méme ä un angle un peu 
moindre, et 

(7) lim F,{x) = o 

tant que \x\ reste interieur au méme angle ou méme å un angle un peu 
plus grand. Cette demiére propriété, combinée avec la formule (5), montre 
que la fonction F^{x) posséde la propriété exigée sous 1° du théoréme I. 
On a donc, en appliquant ce théoréme, 



F^{x) = const. 



ou bien, en vertu de (6) 



F,{x) = o, 



ce qui donne, d'aprés (5), 






identité qui persiste dans Tangle {B^ -{- A + B^) et qui, en vertu de la 
formule (7), contient le resultat que nous voulions démontrer. 

Nous ajouterons encore le théoréme suivant qui constitue une géné- 
ralisation du théoréme I. 

Théoréme III. Soit F{x) une fonction entiére satisfaisant aux condi- 
Hons suivantes: 

1° ji^X-^)! < f^A^"^' (Ä; = I , 2 , . . .) quand x reste compris dans un 
certain angle Ä^ de grandeur a^, les quantités k^, et a^ étant assvjetties atix 
inégalités 

h^k < ^) 

2° |J''(a;)|<ö quand x reste extérieur ä tous les angles Ä^. 
Parmi les angles A^ il iiy a pas deux qui soient contigus, Ci et C 
désignent des constantes. 

Cela pose, la fonction F{x) ser a nécessairement une constante. 
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En effet, d^aprés le second théoréme, on conclut qu'on ä, sans re- 
striction, 

lim 7] rr = O 

et eela uniformément dans toutes les directions. On en conclut aisé- 
ment que 

F{x) = const. 

Les fonctions 



00 



<^) = z ^ 



I ^ 



étudiées par M. Mittag-Leffler, nous donnent Texemple de fonctions 
qui restent finies ä lextérieur d'un angle de grandeur a, et qui, dans cet 
angle, deviennent infinies comme 



TT 



e«. 



a 



Par conséquent, nous ne pouvons pas, dans nos théorémes, échanger la 

condition 

ka<7r 

contre cette autre condition 

ka<7r. 

D*un autre coté on peut dire que nos théorémes font ressortir les fonctions 
Ea{x) de M. Mittag-Leffler comme les fonctions les plus simples de 



jt 



lour espece, en ce sens que, parmi les fonctions devenant infinies seule- 
ment dans un angle de grandeur a, il ny en a pas dont Fordre de crois 
sance soit essentiellement inférieur a celui de E^ [x), 

On peut démontrer des théorémes analogues aux précédents, se ratta- 
chant a d^autres classes de fonctions étudiées par M. Mitfag-Leffler, 
et dont je dois la connaissance a une communication personelle de Tauteur. 

La fonction entiére 

e" 
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ne devient infini pour x infini que lorsque la partie reelle de x est po- 
sitive et la partie imaginaire de x comprise entré 



2Xn — - et 2X7: -\- - , 
2 '2 



A étant un nombre entier quelconque. Or, il est facile de former une 
nouvelle fonction qui devient infinie de la méme maniére que cette fonc- 
tion, mais seulement lorsque la partie imaginaire de x est comprise entré 



71 , .TT 

~ et + - , 
2 ' 2 



la partie reelle étant positive. H suffit de former Tintégrale 




le chemin d'intégration étant composé de deux droites paralléles å Taxe 
des Xy infinies dans le sens positif de cet axe et situées de c6té ä d'autre 

de lui å une distance intermédiaire entré - et — . Ces deux droites sont 

2 2 

réunies å Taide d*une droite orthogonale ä Taxe réel, comme Tindique la 

figure. 

« « 



Cette intégrale représente deux fonctions analytiques différentes, soit &i{x) 
et &^{x)y selon que le point x est situé du méme coté par rapport au 
contour d'intégration que les points réels négatifs infiniment distants, ou 
du c6té opposé. D'ailleurs le chemin d'intégration peut étre choisi arbi- 
trairement dans les limites indiquées sans que la valeur de Tintégrale soit 
changée. Il s'ensuit immédiatement que la fonction &^{x) est une fonc- 
tion entiére, et que les deux fonctions sont réunies par Tidentité 



T 
.C 



La fonction &^{x) est par conséquent, elle aussi, une fonction entiére. 
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Tant que la partie reelle de x reste positive et la partie imaginaire 
comprise entré deux limites choisies arbitrairement entré — -- et + , 
on conclut de la representation 

I r e^' 



que 

(8) lim &^{x) = o, 



x—to 



De méme on a 

(9) lim &^{x) — o 



jraaOO 



quand la partie reelle de x est positive ou nuUe, ou quand, cette partie 
reelle étant negative, la partie imaginaire reste extérieure a deux limites 

choisies arbitrairement de maniére å embrasser Tintervalle de ä + - . 

2 * 2 

La maniére dont se comporte la fonction &^{x) ä Tinfini est compléte- 
ment caractérisée par les deux formules (8) et (9), si on se rappelle que 

Passons maintenant aux théorémes analogues aux théorémes précédents 
qui se rattachent a cette fonction. 

Théoréme IV. Soit F{x) une fonction entiére satisfaisant aux deux 
conditiom suivantes 

1° \F{x)\<C^e^"''^ tant que la partie reelle de x reste positive et la 
partie imaginaire comi>rise entré de^ix paralléles å Vaxe réel dont la distance 
mutuelle est a, k et a remplissant la cmidition Ära < ;r, 

2® |F(a;)|<(7j pour toutes les autres valeurs de x. 

{(\ et (\ désignant deux constantes.) 

Cette fonction F{x) ser a nécessairement une constante. 

Choisissons en effet k^> k mais de maniére qu'on ait encore 

Ä:ja<;r, 
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et formons Imtégrale 



00 



(lo) c Fiyloga + i^e-da. 

O 

La convergence de cette intégrale étant comparable å celle de Tune ou 
Tautre des deux intégrales 




ou 



oo 



G^J\e-'da 

O 

on s*as8ure immédiatement, i® que Tintégrale converge uniformément quand 
f reste compris dans un domaine fini quelconque, le chemin d 'integration 
étant une demi-droite issue de Torigine et faisant avec Taxe réel un angle 
aigu, et 2° que la valeur de Imtégrale est la méme indépendamment de 
la maniére dont on choisit le chemin d'intégration dans les limites indiquées. 
Il s'ensuit que Tintégrale (lo) représente une fonction entiére de ^. 
Mais il s*ensuit aussi que cette fonction est une constante, car on démontre 

facilement, en choisissant le chemin d 'integration de maniére que y-loga+f 

''i 

appartient au domaine oö la fonction F{x) reste inférieure å C^ en valeur 
absolue, qu'elle reste partout finie. 

Pour conclure que la fonction F[x) est elle aussi une constante, il 
faut connaitre un théoréme qui vient d'étre démontre par M. Lekch au 
tome 27 de ce journal.' Indépendamment de M. Lerch, j*ai démontre 
moi-méme le méme théoréme dans une conférence faite å Tuniversité de 
Stockholm, il y a quelques années. 

Voici rénoncé de ce théoréme: 

Si Vintégrale 

^{x)=ff{a)e-"da 



' Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d'Abel. 
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converge pmir x>^x^ (x^ étant réel), et si on a 

f (.r^ +pc) = o pour j^ = i , 2 , 3 , . . . 
c désiffnant uru' cmistante positive, on aura nécessairemeyd 

f{a) = o 
pour toutes l4>s valeurs ])ositives de a, 

Je donnerai ici ma propre demonstration qui consiste dans une simple 
application du facteur de discontinuité employé par M. von Koch dans 
ses recherches sur le nombre des nombres premiers inférieurs ä une limite 
donnée (ce journal, t. 24, p. 159). 

Si on fait 

a 

F{a) = ff{a)e-'"da 

O 

on sait, d 'apres Thypothése, que F{a) reste inférieur en valeur absolue a 
une certaine constante (J, D'ailleurs on a 



o» 



^{x,-{-t) = fF'{a)e-'"da 



o» 



= tf F{a)e-'"da 



U 



En posant 



00 



<p{t) = fF{a)e "(la 



on aura donc 






et par suite, en vertu de Tliypothese, 

^{yc) = O. (v-l.i,8,...) 

Åeta mathematica. 28. Imprimé le 21 avril 1904. 46 
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Soit maintenant a une quantité positive ou nuUe et considérons la 
serie infinie 






Zat 



Cette serie converge absolument pour les valeurs positives de f, et uniformé- 
ment pour toutes les valeurs de t supérieures a une limite positive quel- 
conque. 

On a, en efiPet, 



oo 



y^(A<)e''"|< C\F{a)\e-'^da 



e 



kat 



C e^^' 



Il sensuit qu'on peut écrire 



ip{t)e''' 



7^ W + 1^^(30^'"-.... 



OD 

'IM 



ff."-')' !_ g«(«-«)« I J_ 



ig.(« «)'_,.! 



da 



ou encore 



<p{ty 






8a< 



.=]F{a)\x~e-'"'-'^\da 



On en ti re aisément 



(i i) \\mS ip[tY' — ^fl>{2t)e^^ + _L^(3/)^8«'_ . . . 1 = fF{a)da. 



/ 



En effet, ou voit immédiatemcut que 



lim / F{a)[i — e-'^'-'^]da = f F{a)da; 



t^ 00 



O 
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et puisque 



f F{a)[i - e-'^'-'"]da < Cj'(i —e-^'-'^'da) 

a a 

= cj{i—e-'~'')da 






e"^ *)rfa 



on a encore 



Um /F(o)[i — e-'^'~''^']da = o. 



f-oo 



Faisons maintenant 



on aura d 'apres Thypothöse 



t=^\fC 



<p{t)e''' — r^ (p{2t)e'^ + . . . = o; 

en effet chaque terme sera nul. 

Il s*ensuit donc de la formule (ii) que Ton a 

a 

C F[a)da = o 

o 

indépendamment de la valeur, supposée positive, de a 
On a donc nécessairement aussi 



F{a) = o, 



c'est-ä-dire 



ff{a)e-"da = o 



pour toutes les valeurs positives de a, et enfin 



f{a) = o 



pour les mémes valeurs. 



Cv-I,2, 8, ...) 
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Pour appliquer ce resultat ä la question qui nous occupe, faisons 
dans la formule 



/ Ffr-loga + fje^^^rfa = const. 



$ = j- log - . On aura, en désignant la constante par (7, 



00 






e-'da = C 



ou encore, poxir x positif, 



00 



fF{L\oga)e-da==^, 



O 



formule qui peut 8'écrire 



00 




<'(i-log«)-C') 



e~"da =■ o. 



Il s'ensuit, en vertu du théoréme de M. Lgrch, que 

F(~\osa\ =<7 



(lloga) = 



pour les valeurs positives de a. Or, F[x) est une fonction entiére; on a 

donc identiquement 

F{x) = (7. c. q. f. d. 

En partant du théoréme que nous venons de démontrer, on arrive 
facilement au théoréme suivant. 

Théoréme V. Soit' F{x) une fonction entiére satisfaisant aux deu^ 
co7iditions suivantes : 

1° |F(a;)| < Cjé^*"**' ta7it que la partie reelle de x reste positive et sa 

partie imaginaire comprise entré et -^ - , k et a remplissant Vinégalité 

ka < z; 
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2^ I F{x) I < Cj tärd que la partie reelle de x reste positive et sa pc^rtie 
imaginaire camprise soit entré å et soit entré - et - + d, d dé- 

signant une quantité positive arbitrairement domiée. 

(6\ et C^ désignant deux constantes) 

Oette fonction F{x) satis/era, pour toutes les valeurs de x indiquées sous 
i^y ä la condition 

lim .. \. = o 



*= C0 



z (log xf 



et cette expression tendra vers sa limite uniformément pour toutes les valeurs 
en question [^ désigne une quantité reelle supérieure å Tunité). 

Ce théoréme se démontre å Taide de Tintégrale 



Tvij Z — X z (log zf ' 



27n 

L 



le chemin d 'integration étant composée de deux droites paralléles ä Taxe 
réel, infinies dans le sens positif et situées de c6té et d'autre de cet axe 

å une distance intermédiaire entré - et - + <^> et d'une droite orthogonale 

a Taxe réel joignant ces deux droites. 

Cette intégrale définira deux fonctions analytiques différentes F^{x) 
et F^[x)j dont T une F^{x) est une fonction entiére et Tautre est liée a 
cette fonction par Tidentité 

F.W-F,(x) = ^. 

On démontre comme plus haut que 

de sorte qu'on a identiquement 



F{x) _ -pr s 



et on conclut de lä que 



hm ,/ '^ = o 



2° 
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pour toutes les valeurs de x dont la partie reelle est positive, et la partie 
imaginaire comprise entre deux limites, comprises elles-mémes entré o 

et - + (J. 

On peut résumer tous les resultats obtenus jusqu'ici dans le théoréme 
suivant : 

Théoréme VI. Soit F{x) unefonction entiére satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

1 ° I jp''(ir ) I < Cxé""^ dans certairis angles de gravdeur ctji {k^ ax étant <;r) 

|2^(a;)| <c^e'* ' ' dans certaines bändes limitées par deux droites 
paralléles et une droite qui les coupe, k^ étant choisi de maniere qne k^x 
soit réel sur la droite médiane de la bände et la largeur de la bände a^ sa- 
tisfaisant ä Vinégalité \k^\ÖL^<7i:, 

3® \F[x)\<C pour toutes les autres valeurs de x, 
Cx ^Gy y C sont des constantes, et on suppose que parmi les angles et 
bändes considérés il ny ait pas deux qui soient contigus. 

Cela pose, la fonction F{x) ser a nécessairement une constante. 

La demonstration de ce théoréme est intuitive. 

Avant de finir nous avons encore une remarque ä ajouter. 

Tous les théorémes que nous venons de démontrer sont susceptibles 
d'une généralisation assez importante, qu'il suffira de formuler par rapport 
au théoréme I. 

Théoréme la. Soit F{x) une fonctimi analytique uniforme et réguliére 
ä textmeur d'un ceirle K dmmé. Supposons quon ne saehe pas si cette 
fonction est réguliére ä Vinfini oii non, mais qu'on connaisse chez elle les 
deux p7'opriétés suivantes: 

1° |F(a;)| < (7,e''''* pour les points x situés ä Vextérieur de K et ä 
Vintérieur d\m certain angle, Vexposant k et la grandeur a de Vangle étant 
assujettis a la condition ki < tt; 

2° |J^(a;)|<C\, pour tous les autres points extérieurs ä K {C^ et C, 
désignant deux constantes). 

Cette fonction F{x) ser a nécessairement réguliére ä Vinfini. 
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En efiPet, désignons par K' une circonférence extérieure ä Ä", et con- 
sidérons Tintégrale 

» 



1. Tzi! 

5;ri / z — 



27a 1 z — X 



K' 



Cette intégrale représente deux fonctions analytiques difiPérentes F^{x) et 
F^[x)^ selon que x est intérieur ou extérieur ä K', D'ailleurs la valeur 
de rintégrale est indépendante de la maniere dont on choisit K' pourvu 
que cette circonférence reste extérieure å K. On en conclut Tidentité 

Or F^{x) est évidemment une fonction entiére, et F^{x) est réguliére å 
rinfini. Par conséquent F^[x) est une constante, en vertu du théoréme I. 
La fonction F[x) est donc bien, comme nous Tavons avancé, réguliére ä 
rinfini. 

Ajoutons encore un mot sur le principe de demonstration employé 
tant de fois dans ce qui précéde. Ce principe est au fond identique å 
celui qui a guide M. Cousin dans ses recherches si remarquables sur les 
fonctions de plusieurs variables. Pour se convaincre plus facilement de 
cette identité il convient de transformer un peu Texposition de cet auteur. 
Voici donc comment se présente, dans le cas le plus simple, son théoréme 
fondamental dans notre méthode d'exposition. 

Théoréme de M. Cousin. Soient A et B deux domaines continus possé- 
dant une partie commune C, canstltuard un setd domaine continu, Soient 
p{x) une fonction anahjtique déjinie ä V intérieur et sur le bord de Ä, et 
(p{x) une fonction analytique drfnie ä Vintérieure et sur le bord de B. 
Supj)osons enfin que la différence ^{x) — ^(ic) soit réguliére ä V intérieur et 
sur le bord de C. 

(Ma poséy il existe une fonction analytique f{x) déjinie å Vintérieur 
et sur le bord du domaine formé par la réunion des deux domaines Ä et 
B, et telles que, ä Vintérieur et sur le bord de Ä, la différence f{x) — J^(a;), 
et a Vintérieur et sur le bord de B, la différence f{x) — (p{^) sont des 
fonctions réguliéres. 

En effet, soit A' un domaine renfermant le domaine A ä son intérieur 
et choisi de maniére que la fonction ^{x) soit encore définie å Tintérieur 
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et sur le bord de Ä\ et soit & un domaine possédant la méme propriété 
par rapport au domaine B et la fonction (p{x), Soient PRQ et QSP \m 
deux contours suffisamment indiqués par la figure. 




Posons 






PRQ, 



^1^ ^ 2m J z — z 

QSP 

La fonction ^^{x) est réguliére å Imtérieur et sur le bord du domaine 
Ä, De méme la fonction ^^{x) est réguliére å Tintérieur et sur le bord 
du domaine B. A Tintérieur et sur le bord de C on a, en vertu du 
théoréme de Cauchy, 

ce qui pent s'écrire 

^{x) — f>,{x) = <p{x) — ip,{x). 

Ia fonction ^{x) — <pi{x) qui est définie ä Tintérieur et sur le bord du 
domaine B est par conséquent la continuation analytique de la fonction 
ff{x) — f^i{x) qui est définie ä Tintérieur et sur le bord du domaine Ä, 

Nous avons donc réussi ä définir une fonction qui satisfait ä toutes 
les conditions voulues. 

C 'est de cette maniére que je professe la beUe théorie de M. Cousin, 
dans mes lepons ä Tuniversité de Stockholm, dés Tapparition de son travail. 
Certes, il ny a pas, entré ce mode d*exposition et celui qu'å emplojé 
M. Cousin lui-méme, de différence tres profonde. Mais j*ai trouvé que, 
surtout pour Tenseignement, la méthode eequissée ci-dessua poaséde certains 
avaata^s. 
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ON THE REDUCTION OF A GROUP OF HOMOGENEOUS 
LINEAR SUBSTITUTIONS OF FINITE ORDER 

BY 

W. BUENSIDE 

of GREENWICH. 



Although the conception of a group does not occur explicitly in 
Abel*s published writings it is incontestible that, from the point of 
view of the present time, the idea underlies the whole of his wonderful 
investigations into the theory of algebraically soluble equations. More 
than one passage in these investigations suggests strongly that the idea 
was present in the writ^r's mind though it has not found direct expression 
in his mode of presenting his results. It will not then appear improper 
that a memoir dealing with some of the recent results obtained in the 
theory of groups of linear substitutions of finite order should appear in 
this volume which commemorates the great mathematician. 

In the course of the last five or six years great advances have been 
made in this theory. The appearance of two memoirs by Herr Fuobenius 
tfber GriippencJiaractere and tlber die Primfactonm der Gruppendeterminante 
(Berliner Sitzungsberiehte, 1896, pp. 985 — 1021 and pp. 1343 — 1382), 
Avhich have been foUowed by a series of others developing and extending 
the same ideas, marks a new departure of great importance in this con- 
nection. Låter in date than Herr Fuobenius, but independently as regarda 
method, I have considered the theory of the factors of the group-deter- 
minant and the corresponding theory of the representation of a group of 
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finite order as an irreducible group of linear substitutions ; basing my in- 
vestigation on a certain contmuous group which is completely defined by 
any given abstract group of finite order. ^ 

So far as I am aware the only proof hitherto given of what is de- 
fined below as the tcomplete reducibility t of a reducible group of finite 
order of homogeneous linear substitutions, other than that due to Herr 
Frobenius, is contained in a memoir by Herr Maschke.^ The number 
of distinct representations of a group of finite order as an irreducible 
group of homogeneous linear substitutions has hitherto been determined 
only by the processes, both of them indirect, of which Herr Fkobenius and 
I have made use. 

My principal object in the present memoir is to establish these two 
results by direct and comparatively simple methods, based on a repeated use 
of the theorem that, for every group of homogeneous linear substitutions 
of finite order, there is at least one invariant Hermitian form. 

As the phraseology of the subject has not yet become uniform, I 
define here the sense in which certain phrases will be used. 

A group of homogeneous linear substitutions is spöken of as reducible 
or irreducible according as it is or is not possible to find a set of linear 
functions of the variables, less in number than the variables, which are 
transformed among themselves by every operation of the group. 

A reducible group of homogeneous linear substitution s is called t com- 
pletely reducible» when it is possible to choose the variables in such a 
way that (i) they fall into sets, each set of variables being transformed 
among themselves by every operation of the group, while (ii) the group 
in each separate set is irreducible. In this sense the first result to be 
proved is that a group of linear homogeneous substitutions of finite order 
is either irreducible or completely reducible. 

* Proceedings of the London Mathematical Society, Vol. 29, pp. 207 
—224; pp. 546—565. (1898); Vol. 35, pp. 206—220, (1902). 

' Beweis des SaUes, dass diejenigen endlichen linearen SubsiituHonsgruppen, in welchen 
einige durchgehends verschwindende Coefficienten auftreten, intransitiv sifid, Math. Ann., 
Vol. 52, pp. 363—368, 1899. 

Since tliis paper was written Herr Loewt in a memoir t^er die Beducibilität der 
Oruppen linearer homogener SubsHtutionen (Transactions of the American Mathe- 
matical Society, Vol. 4, pp. 44 — 64, 1903) has obtained a more general result of 
which the theorem in questioo is a particular case. 
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If 

Oj , Oj , . . . , Ojv 

are the operations of an abstract group G of finite order N\ and 

> = n 
(ft = I , 2 , . . . , JV) 

a set of linear homogeneous substitutions 

Sj , Sj , . . . , Sjfj 

such that if 
then 

Sp Sg = Sf., 

for all sets of suffixes, the group of linear substitutions is said to give a 
»representation» of the abstract group G, The one-to-öne correspondence 
of the operations of the group and the substitutions is an essential part 
of the representation. Thus a second representation in the same number 
of variables 

y'i — p^Pin^Vsy (t=i.« «) 

(A = I , 2 , . . . , JV) 

is spöken of as »distinct» or not distinet from the former aecording as it 
is not or is possible to find a linear substitution 

which, for eacli k, will transform 

into (»=J. «.••»") 

It is thus to be noticed that it may very well be possible to transform 
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the one group of substitutions into the other while at the same time 
they give distinct representations oi G. In particular the two groups 
may consist of the same set of substitutions and yet may give distinct 
representations of G, Two representations which are not distinct will be 
called equivalent, 

When the word »distinct representation» is used in this sense, the 
second result proved here is that the number of distinct irreducible re- 
presentations of a group of finite order is equal to the number of separate 
conjugate sets of operations which the group contains. 

I . A group of homogeneous linear substitutions in n variables, if of 
finite order, has at least one invariant Hermitian form of non-vanishing 
determinant in the n variables and their conjugates; and by a suitable 
transformation of the variables one such form may always be taken to be 

x^x^ +x^x^ + .., + x^x^. 

This theorem, due to Prof. A. Loewy^ and to Prof. E. H. Moore,' is 
of fundamental importance in the theory of groups of finite order. 

The step-by-step process, by which any Hermitian form of non- 
vanishing determinant is brought to the form quoted, must break ofiE at 
some step before the last when the determinant of the form vanishes. 
Hence a form in the 7i variables and their conjugates, whose determinant 
vanishes can always be reduced to the form 

yiVi + yjf^t + . . . + y,y„ (s < n), 

where y^ , y^ , . . • , y, are s linearly independent functions of the original 
variables. 

Suppose now that for a group G of linear substitutions in the variables 

an Hermitian form f or 

yiVi -^y^y^ + -'+ysy. 

of vanishing determinant is invariant. Choose new variables of which 



* Comptes Rendus, Vol. 123, pp. 168— 171 (1896). 

• Mathematische Annalen, Vol. 50, pp. 213 — 219 (1898). 
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y 1 ? y» ) • • • ) y# ^^ the first s ; and in these variables, let the substitutions 
of the group be 

(ft = I , 2 , . . . , A'), 

where N is the order of the group, and the different operations correspond 
to different values of the sufifix k. 

For any substitution of the group f becomes 



S(?^<^*y>)(?^*^>)- 



The coefificient of y^yj in this is 



««=« 



^^^Jh<^ky 



and if y>s, this is zero. Hence 

Äy* = o, 
if 

Every operation of the group therefore transforms ^i , y, , • • » y# auiong 
themselves. If then a group of linear substitutions in n variables, of finite 
order, has an invariant form of zero detenninant, the group is reducible. 
Suppose now that the operations of a group G of finite order in 
r + s variables are of the form 

• ■sr 

vi' ir=l 

SO that the symbols äj, , oj, , . . . , o?^ are transfonned among themselves by 
every operation of the group. The equations 
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cönstitute a grbup of finité order, with whicli the given group is iso- 
morphic; as also do the equations 



v = r 



^u — ^^^U9k^v (ii-l,S,...,r) 



«<=! 



Suppose further that both these groups are irreducible; and that the latter 
has been so transformed, i( necessary, that 

is an invariant Hermitian form for it; the same transformation of the 
first r x'h being carried out also in the last s equations of G. 

Let now 

f= l^a^x^Xj 

be an invariant positive Hermitian form, of non-vanishing determinant, 
oi G. If a and p are arbitrary constants, each of the set of forms 

is invariant for G, If D is the determinant of /*, the determinant of 
af+^' is 

dD 

Now - — is the determinant of the form that results from f on making 

rr, zero. This is a positive form of non-vanishing determinant in the 
remaining n — i symbols and their conjugates, and its determinant therefore 
is a positive (non-zero) number. Hence the coefificient of a"~^j8 in the 
determinant of af+^f is different from zero, and therefore the determinant 
must vanish, when y9 is suitably chosen, for some finite value of a. 

It follows that r is iiot the only Hermitian form of vanishing de- 
terminant which is invariant for G\ or in order words, the set of symbols 
^1 ) ^2 ) • • • ) ^r is not the only set, less than r + s , which are transformed 
among themselves by every operation of the group. By hypothesis the 
substitutions on the first r xs form an irreducible group, and therefore 
the other set of symbols which are transformed among themselves cannot 
be functions of the first r xh alone. Let 

t-r+t 
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be one symbol of the set. Since by hypothesis the equations .. 

constitute an irreducible group, the functions that arise from y^ by the 
substitutions of G, when considered as functions of the last s x'h alone, 
must be s linearly independant functions. If, on the other hand, more 
than s linearly independent functions of all the x'b so arise, the last s 
a?'s could be eliminated among them, and a linear function of the first r 
a?'s expressed in terms of the y's. Since the substitutions on the first r 
x'b form an irreducible group, this would mean that the set of y's contained 
r + s independent functions, which is not the case. Hence just s linearly 
independent functions 

Vx i y^ y ' ' ' ) y* 

arise from y^ by the substitutions .oi the group;. and this set of func- 
tions are transformed among themselves by every operation of the group. 
Moreover the last s x's can be expressed in terms of the y's and the 
first r x's. 

By a suitable choice of new variables for the last s a:'s, the equa- 
tions of G can therefore be given a form in which the variables are 
divided into two sets, of r and s, those of each set being transformed 
among themselves by the group. 

Lot G now be any group of linear substitutions, of finite order, in 
n variables. If G is reducible it must be possible to find a set of w' (< n) 
linear functions of the variables which are transformed among themselves 
by every operation of G, If the group in the w' variables is reducible 
the process tnay be repeated. At last a set of, say n^, linéär functions 
of the original variables must be arrived at such that the group in thesé 
variables is irreducible. Take these n^ functions for the first w^ of a set 
of new variables. Then every operation of the group has the form 



•=« 



1 



^u ^^^uvk^ty («=1,2 H,) 

The last n — n^ equations still define a group of finite order (?', iso- 
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morphic with 0^ when in them a;, , a:?, , . . . , a;^^ are made zero. If this 
group is reducible, a set of n^ linear functions of x^^j^i , o?» ^.^ , . . . , x^ may 
be found such that they are transformed among themselves by every 
operation of G\ while the group of substitutions in these w, variables is 
irreducible. If these linear functions are represented by 

Vi i y^ y • • • > y»i, 

and are taken for new variables, the substitutions of G may be written 
in the form 



Vu — ^^^U9k^9 + ^^TwkVvJ (u-l,«,...,i4; 



tfon— »1 — 14 



^»»i+»«i+«« — / V^> y) T ^. ^«r*^«,+i4+fff> C»»*!!» n-n^-mii 



where f{x , y) represents a linear function of o?, , a?, , . . . , ^n, , ^i y y» > • • > > y»i, • 
Here again the last w — n^ — w, equations still define a group of finite 
order G", isomorphic with G, when in them x,,x^, ,..,x,^,y,,y^, ..., y,^ 
are made zero. If G" is reducible the same process may be repeated, 
till an irreducible group is arrived at for the group that remains when 
all preceding sets of variables are made zero. Let the third set of variables 
thus introduced be denoted by 

and so on till all the variables are accounted for. 

Consider now the group that has been called G\ so far as it affects 
the y's and the ^'s. (This is equivalent to supposing that the variables 
are divided by the above process into three sets, but it will be seen that 
the argument will apply equally well whatever the number of sets.) By the 
result of the previous paragraph the z'^ may be replaced by linear functions 
of themselves and the y'8, so that the equations of G' have the form 

9 = 11) 
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With the x's , y s and C*8 as variables the equations of G take the form 



i;=iii 



•= 1 



v«», » = i» 



3 



Cu ^, ^uvk ^9 i ^, ^urkCv 






A second precisely similar application of the result of the previous para- 
graph, enables us to replace the y*8 by n^ linear functions of themselves 
and the xSj and the C*s by n^ linear functions of themselves and the a?'s, 
so that with these new variables, the variables of each set are transformed 
among themselves by every operation of the group. Hence: 

Theorem. If a group of homogeneous linear snbstitutions, of finite 
order, is reducible, new variables may be chosen so that (i) the variables 
fall into set«, those of each set being transformed among themselves by 
every operation of the group, while (ii) the group of linear snbstitutions 
in each separate set is irreducible. 

2. If a group of linear snbstitutions of finite order has two distinct 
invariant Hermitian forms f and f then every form of the set af + ^f 
is invariant. Now a and ^ may be chosen so that the determinant of 
af + pr is zero without the form being identically zero ; and the group is 
then, as shewn in i^ i , reducible. An irreducible group has therefore only 
one invariant Hermitian form. 

Suppose now that when a group G has been completely reduced, 
the two sets of variables 

('• :*> «), 

Vi i y^ ^ • • • ) y#> 

are transformed, each among themselves, irreducibly. Tjet f be an invariant 
Hermitian form in these r + s variables of non-vanishing determinant. 
When in f we make y^ = y^ = . . . = y^ = o, Z' must reduce to a Her- 
mitian form /j in the rr's, invariant for the transformation of the^c^s; and 
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therefore of non-vanishing determinant in the r variables and their con- 
jugates. Hence f may be expressed in the form 



fj, +f,^, + ...+frfr + r, 



where 



f,= X,+ r,; 



Xj , X, , . . . , X^ are r linearly independent functions of the x'^\ F,, 
y, , . . . , Y^ are r linear functions of the y^s; and /*' is a form in the y's 
alone, of non-vanishing determinant as regards them. Since the y's are 
transformed among themselves by the group, there must be a Hermitian 
form f" in the y's alone which is invariant. Hence 

<^Å + f2c% + . . . + f.f.) + ar + pr 

is invariant for the group. Now, since the determinant of /*", regarded as 
a form in the y*s alone, is not zero, a non-zero value of a may be found 
so that the determinant of af + pf'\ regarded as a form in the y's alone, 
and therefore of af + ^9/"", regarded as a form^ in the a;'s and y's, 
vanishes. For this value af -\-pf" must vanish identically; since $i , f «,..., fr 
are linearly independent as regards the a?'s, while the y's are transformed 
irreducibly among themselves. Hence f j , f , , • . , f r axe transformed among 
themselves by every operation of the group. It follows that 

and 

Y Y Y 

undergo, each set among themselves, the same substitution for every opera- 
tion of the group. If r<s, this is impossible since the group in the 
y*s is irreducible. If r = s, it must be possible to transform the group 
of the y's, so that for each operation of the group the a?'s and y's 
undergo the same substitution. 

The form f can therefore only have terms containing the prodkct 
of an X hy a y, when the number of x'h and y's are equal, while the 
group in one set can be so transformed that the substitutions in the two 
sets, corresponding to each operation of the group, are identical. 
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Suppose next that in the completely reduced form of G^ there are 
just s sets of r variables each 

^tl ? ^Ö ) • • • ) ^tV) 
(i = I , 2 , . . . , 5) 

such that (i) the variables of each set are transformed irreducibly among 
themselves, and (ii) the group in each set can be so transformed that the 
substitution on its variables, corresponding to each operation of (7^ is ident- 
ical with the corresponding substitution on the variables of the first set. 
Let these transformations be carried ont, and further transform all 
the sets, if necessary, so that for each the invariant Hermitian form is 

When thus transformed the operations of the group will give for each 
set the substitutions 

q = r 

^ip^^ ^^^pqk^iqy (p-1,2 r) 

q=\ 



(Ä = I , 2 , . . . , iV). 



Let 



/•= TUi^j^Xi^ 



X 



J9 



be an invariant form for the group. On transformation by any operation 
of the group f becomes 



w — r v=»r 



f = ^^ipjq ^ ^Uk^iu ^ <^qvk^jP' 

u=l *^ v=l 

Hence 



^iuj9 ^ ^ipjq ^pvk ^qvk 



p,9 

for each k. These relations express that 



»I* 



is an invariant Hermitian form for the group 



q==r 
^p— ^j^M*^«- (p-l,«,...,r) 
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But, by supposition, the only invariant form for this group is 



^1^1 + ^2^3 + • • • + ^r^r- 



Hence 



«w^ = o, if l?4=g 



and 



^ipJP ^i9,JQ » 



for all suffixes p and q. 
If then 



%\jp — Kj^ 



the most general invariant Hermitian form in the rs variables is 

.tL **'> ^v % • 

This form contains just s^ arbitrary coefficients ; it is in fact a linear 
combination of the 6* forms 



^ x.« x,p , 



'ip '^tp 



(t-- 1, «,...,«) 



^ \^ip ^jp + ^i/> ^;p)j 
P , 






la ^.••■|0 



^=»=7 



Combining the last two results, the number of linearly independant in- 
variant Hermitian forms which a group possesses is given by the foUowing. 
statement. 

Theoreni. If, when a group of finite order has been completely 
redueed, the variables are divided into v, sets of r?j each, v, sets of w, 
each, . . . such that the groups transforming each of the v^ sets of w^ 
variables are equivalent to each other, and are distinct from those trans- 
forming each of the Pj sets of rij variables {J 4= i), then the number of 
linearly independent invariant *Hermitian forms for the group is 

J^? + >>J + . . . + J'? + . . • . 
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3. The nature of the complete rednction of a gronp (t, of finite 
order iST, when represented as a gronp of regnlar permntations of N 
symbols 

will next be investigated. 

Snppose that when the rednction has been completely effected, the 
variables fall into v, sets of n^ each, i^, sets of n^ each, . . . , p^ sets of n^ 
each, snch that (i) the gronps transforming each of the v^- sets of n^ 
are eqnivalent to each other, while (11), if J 4= * the group of substitntions 
of one of the Pj sets is distinct from that of one of the v^ sets. The 
irreducible substitntion group in any one of the sets will be spöken of 
as an irreducible component of G; and the condition (11) of the preceding 
sentence will be expressed by saying that the irreducible component given 
by one of the v< sets is distinct from that given by one of the \fj sets. 
The number of distinct irreducible components of G^ when represented as 
a regnlar permutation group in N symbols is then denoted by w. 

The only linear function of the a?'s which is invariant for every 
operation of G is their sum. This necessarily occurs as one of the sets 
of variables transformed among themselves in the completely reduced form. 
Hence we may and shall take 

w, =j;, = I, 

the corresponding reduced variable being the sum of the a?'8. Further 
since the a;'s can be expressed in terms of the new variables 

1=1 

When x^ is expressed in terms of the new variables which efifect the 
complete rednction of G, it will, in respect of the v sets of n each 

^i\ 9 *^i'i > • • • > '^in 

(i = I , 2 , . . . , v) 

which all undergo the same substitntions, contain the terms 

t" »» 

Z {afx,, + o4'^a;« + . . . + a«a;..,). 

t-1 
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If v is greater than /t, not more than n of the linear functions 

fxfx, + é^x, + . . . + é^x, 
(i = I , 2 , . . . , v) 

can be linearly independent; and therefore the terms in question can be 
expressed as the suni of not more than n linear functions of the form 

where 

Cil =" 2^ Pj Xj^ , Cij = -i^ /^ ^^3 , . • . , Ctn = ^ ifi -^jm • 

But for each i, 

undergo the same substitution as 

^tl J ^'»2 » • • • j ^»11 • 

Hence the reduced variables may be chosen so that of the i^ sets, the 
n sets of f 's form a part. When so chosen, the remaining u — n sets do 
not appear at all in x^ ; and therefore do not appear at all in the ex- 
pressions of any of the original variables. But this is impossible since the 
N original variables, by supposition independent, would then be expressed 
in terms of N— n{u — w) reduced variables. Hence no i^ can be greater 
than the corresponding w. 

The invariant Hermitian forms of G are next to be considered. Their 
number is N. In fact every invariant Hermitian form for G will anse 
on carrying out the permutations of ö^ in 



»-1 »=i 



TaiXiXoiXi, 



where the a's are arbitrary coefficients and summing the resulting cx- 
pressions. There can therefore be no forms linearly independent of those 
that arise from 

X^Xi , X,Xi + X,Xi , y/~^{x,Xi — X^Xi) 

(i = 2 , 3 . . . , iV) 
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as leading terms. If G contains a permutation which changes x^ into 
Xi and Xi into rr,, the form that arises from XiXi-^x^Xi is distinct from 
all the rest, while that which arises from yj — i (o?, x^ — x^Xi) is identically 
zero. If the permutation of (x, which changes x^ into au,, changes x^ into 
a?^, then XiXi-\-x^Xi and yj— i (a?, x^ — x^x^ give rise to the same pair of 
forms as XiXj -{' x^Xj and yj — i {XiXj — x^Xj). The total number of linearly 
independant Hermitian forms for G is therefore N. Now by considering 
the completely reduced form of 6r, it has been shown in § 2, that this 



i"m 



number is SvJ. 
Hence 



t^lM 



.? V? = N; 



and combining this with 



t-i 



t = m 



S 7liVi = Ny 



t-1 



and 



it follows that 



for each i, Hence: 



^•>w», 



Pi = rii 



Theorem, In the completely reduced form of a regular permutation 
group, the number of times that each distinct irreducible component of the 
group occurs is equal to the number of variables which it transforms 
among themselves. 

4. Any linear substitution on the original variables which is per- 
mutable with every operation of the regular permutation group G must, 
when expressed in terms of thereduced variables, transform among them- 
selves for each i, the w? variables contained in the n^ gets of w,- each. This 
is the consequence of the groups in the different sets being »distinct». 
Suppose now that it were possible to form // independent linear functions 

of 
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sach that the symbols in these two lines undergo identical substitutions 
for each operation of G. Then 

would be permutable with every operation of the group of linear substi- 
tution in 

Since this group is irreducible there can be no substitution permutable 
with every one of its substitutions except 

Hence the only linear functions of the w' variables, of which the set 
considered is one set of n, which undergo for every operation of (?, the 
same substitution as 

are those given by 

ti t 

A substitution which is permutable with every operation of G must therefore, 
so far as it affects these n^ variables, be of the form 



z 

i-1 



xlj = J^aaX^j 
(i , .; = I , 2 , . . . , n). 



Now it is well known that there is a group G\ of order N, of regular 
permutations in the iV^ symbols 

which is simply isomorphic with ö, while every one of its operations is 
permutable with every operation of G, Combining this fact with the 
previously determined form of any linear substitution which is permutable 
with every operation of 6^, it follows that for the variables in the seheme, 

•^11 > »^Pi ) • • • > '^\ny 
X.2\ , X^Q j . . . , X^ni 
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(i) every operation of G gives the same transformation of the set of 
variables in each line ; (ii) every operation of G* gives the same transforma- 
tion of the set of variables in each column, and (iii) the group of transforma- 
tions of the variables in each line corresponding to the operations of G and 
of the variables in each column corresponding to G' are both irreducible. 
From the last result it is an immediate coroUary that for the group {(?, (?'} 
the n^ variables undergo an irreducible group of linear substitutions. 

The group of permutations {(?, G') therefore, when completely reduced, 
transforms the N variables among themselves in m sets of wj , TiJ , . . . , wj, 
each such that the group in each separate set is irreducible and distinct 
from all the others. Hence there are just m linearly independent invariant 
Hermitian forms for {G^G'), 

The number of such forms can again be determined directly. Suppose 
that when { (? , (7' } is represented as a permutation group in the N original 
variables, the subgroup which leaves a;, unchanged permutes o?, , 0;^ , . . . , rr* 
transitively among themselves. Then of the N invariant Hermitian forras 
of G, those containing the terms XiX^^ x^Xj , ..., x^x^ will be permuted among 
themselves by {G, G'}, and their sura only will be invariant for the 
latter group. The total number of independent invariant forms for {G, G'} 
is therefore equal to the number of transitive sets in which the subgroup 
of {GyG'}, which leaves a:, unchanged, permutes the symbols; including 
of course x^ as one of the sets. This number is known ' to be equal to 
the number of distinct sets of conjugate operations contained in G, Hence: 

Tliem^em. When a group G of finite order N^ containing m distinct 
conjugate sets of operations, and represented as a regular permutation group 
in N symbols is completely reduced, the number of its distinct irreducible 
components is m, 

5. If there are one or more linear relations among the variables 

1 > 3 > • • • j •*'« 

affected by a group of linear homogeneous substitutions, the group must 

be, reducible. Suppose in fact that the variables are connected by just t 

independent linear relations 

Za^*^a?,. = o, 

(A = I , 2 , . . . , /). 

* Theory of groups of finite ordern p. 146. (Gambridge 1 897.) 
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Then if 

are the transformed vaiiables for any operation of the group 

is true, for each A, in virtue of the preceding relations. Hence if new 
variables are chosen of which the first t are defined by 

(Ä = I , 2 , . . . , ^) 

the variables 

Vi t y^ y • ' ' y Vt 

are transformed among themselves by every operation of the group. For 
an irreducible groap of linear homogeneous substitutions the variables are 
therefore necessarily independent; the only non-independent set which 
undergo formally the operations of the group being a set of zeroes. 
Suppose now that 

^»' = J^^^iJk^J^ (1-1,2,...,») 

(Ä = I , 2 , . . . , A") 

is any representation of a group G of finite order iV^ as a group of linear 
substitutions. Let y^ he any arbitrarily chosen linear function of the a;'s, 
and let 

Vi j y^ j • ' ' } Vn 

be the N linear functions that arise from y^ by the substitutions of the 
jSfroup. ' When the x's undergo the substitutions of the group, the N y*s 
undergo the permutations of the regular permutation-group in N symbols 
which is always one form of representation of G. The y's may or may 
not be linearly independent; in particular cases a number of them, when 
regarded as functions of the xs, may be actually identical. 

Form now from the X i/'s, the rii sets of w» symbols each (t*= i , 2, ...,r) 
in terms of which the regular form of G is completely reduced. Each 
set of 7ii are transformed irreducibly among themselves by every operation 
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of G. Hence when these variables are expressed in terms of the original 
.r*s, those given by any one set must either be linearly independent, or 
must all identically vanish. Further for any two sets which do not iden- 
tically vanish, the variables of each set must either be independent of 
those of the other, or those of each set must be expressible linearly in 
terms of those of the other. The latter altemative is possible only when 
the irreducible components corresponding to the two sets are not distinct. 
In this way a certain number of linearly independent sets of linear 
functions of the original x'^ are formed such that each set are transformed 
linearly and irreducibly among themselves, the corresponding group being 
one that arises in the complete reduction of the regular form oi G. If 
the original x's can be expressed in terms of the N y*s, the complete 
reduction is thus arrived at. If not, let z^ be a linear function of the 
xs which is linearly independent of the ys. Then if 

are the linear functions of the x's that arise from z^ by the operations of 
the group, the ^'s may be dealt with as the y's have been; and a further 
number of sets of linear functions of the x's obtained each of which are 
transformed irreducibly among themselves, the corresponding groups being 
again those that arise from the reduction of the regular form of G, This 
process may be continued till the x*s have been replaced by an equal 
number of reduced variables linearly independent of each other. Hence: 

Theorem. The only distinct irreducible groups of linear substitutions 
with which an abstract group G^ of finite order, is simply or multiply 
isomorphic are the m distinct irreducible components that arise from the 
complete reduction of the regular form of G. 

Dec. 6, 1902. 
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